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Neste trabalho foi estudada a influéncia da resisténcia ao cisalhamento do concreto na
flexdo de lajes de concreto armado, atraves de dois modelos de analise. O primeiro
modelo (modelo proposto 1) combina um modelo de dano isotropico para o concreto,
proposto por Oliver e colaboradores, e 0 modelo elastoplastico perfeito para o0 aco das
armaduras. O segundo modelo (modelo proposto 2), que na verdade € uma modificacdo
do modelo anterior, introduz uma danificacdo exclusiva para 0 modulo de elasticidade
transversal do concreto, baseado em uma proposta de Matzenbacher. O comportamento
das lajes foi simulado através da Teoria Classica de Laminados sendo desenvolvida a
formulacdo variacional do problema por meio do Principio dos Trabalhos Virtuais. O
tratamento numérico do problema foi baseado no Método dos Elementos Finitos,
utilizando um elemento finito retangular com 24 graus de liberdade, incorporando o
processo incremental-iterativo de Newton-Raphson com controle de carga e controle de
deslocamento. A validacdo dos dois modelos se deu a partir da simulacdo de quatro
lajes retangulares sob flexdo, cujas analises revelaram ser imprescindivel a danificacao
do modulo de elasticidade transversal do concreto ao se usar a mecénica do dano.
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In this work the influence of the shear strength of the concrete in the bending of
reinforced concrete slabs was studied through two models of analysis. The first model
(proposed model 1) combines an isotropic damage model for concrete, proposed by
Oliver et al., and the perfect elastoplastic model for steel reinforcement. The second
model (proposed model 2), which is in fact a modification of the previous model,
introduces a unique damaging to the concrete transverse modulus of elasticity, based on
a proposal by Matzenbacher. The behavior of slabs was simulated through the Classical
Theory of Laminates and the variational formulation of the problem was developed
through the Principle of Virtual Works. The numerical treatment of the problem was
based on the Finite Element Method, using a finite rectangular element with 24 degrees
of freedom, incorporating Newton-Raphson's incremental-iterative process with load
control and displacement control. The validation of the two models was based on the
simulation of four rectangular slabs under bending, whose analysis revealed that it is
essential to damage the concrete modulus of elasticity when using the damage
mechanics.
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1 INTRODUCAO

A plena utilizagdo dos materiais em estruturas, de forma econémica e com
seguranca, depende fundamentalmente do conhecimento do respectivo comportamento
mecanico dos materiais, bem como do comportamento da propria estrutura. Dentre 0s
materiais utilizados nas estruturas um dos mais importantes € o concreto, o qual, na
maioria das aplicacdes, € utilizado em conjunto com o aco formando o denominado
concreto armado.

Esse material € empregado em diversos elementos com funcdo estrutural, a
exemplo de barras, pdrticos, arcos, placas, cascas, etc. Focalizando as aplicacfes na
construcdo civil, as placas de concreto armado sdo normalmente empregadas nos
reservatorios, pisos, tetos, fundacdes, entre outras aplicacdes. As placas de concreto
armado sdo comumente denominadas de lajes, as quais, por serem placas sdo
caracterizadas por terem duas dimensdes com tamanhos superiores a terceira dimenséao
(a espessura), alem de normalmente serem submetidas a carregamentos transversais.

Muito esforgo tem sido empreendido no sentido de melhor analisar tensdes e
deslocamentos em placas, tendo como trabalho pioneiro o de Kirchhoff, que no século
XIX conseguiu, usando as hipdteses de Bernoulli que vinham sendo usadas para vigas,
determinar uma equacéo diferencial para o problema. O produto desse estudo recebeu o
nome de Teoria Classica de Placas. Essa teoria, por considerar que a placa seja
constituida de um material Unico e isotrépico, acaba por se afastar muitas vezes das
condicdes reais das placas de concreto armado em uso, mas ainda assim permanece
muito utilizada pelos projetistas de estruturas.

A Teoria Classica de Laminados ¢ uma extensdo da Teoria Classica de Placas, a
despeito das limitagdes apontadas acima. Essa teoria considera que o elemento
estrutural ¢ formado por laminas de espessura constante, perfeitamente unidas, e
constituidas de materiais distintos. Os materiais podem ter modulos de elasticidade
diferentes, em dire¢bes ortogonais, permitindo assim modelar materiais ortotropicos,
como diversos compositos, dentre estes os reforcados com fibras naturais e artificiais,
que tem consideravel importancia para a construcéo civil.

Outro aspecto interessante da Teoria Classica de Laminados € permitir simular

compositos refor¢cados com fibras longas, que possuem assim semelhanca com o



observado no caso do concreto armado, onde as barras de ago estdo envolvidas pelo
concreto.

Cabe frisar que essas teorias consideram o material constituinte da placa como
linear elastico, o que de forma geral ndo corresponde ao comportamento real dos
materiais comumente usados, especialmente no caso do concreto e do ago.

Para o0 aco utilizado como reforgo em elementos de concreto pode ser admitido o
comportamento elastoplastico perfeito, provendo bons resultados, conforme Lima
(2013), que fez a utilizagdo desse modelo embasado nos trabalhos de Fernandes (1998)
e de Bandeira (2006), bem como em dois trabalhos desenvolvidos anteriormente no
ambito do Programa de Pés-Graduacdo em Engenharia Civil e Ambiental da UEFS, a
saber: Santos (2009) e Neves (2012).

Ja em relacdo ao material concreto, diversos modelos tém sido aplicados tendo
em vista a simulacdo de seu comportamento ndo linear fisico. Conforme destacado por
Alvares (1993), uma série de propostas de modelo ja foram apresentadas por
pesquisadores, considerando desde a Elasticidade ndo Linear e a Plasticidade, até os
modelos mais recentes, que empregam a Mecanica da Fratura e/ou a Mecanica do Dano.

Essa vertente tedrica mais recente, a Mecanica do Dano, considera a perda de
rigidez em decorréncia das falhas e defeitos que levam a fissuracéo, e apesar de ter sido
aplicada inicialmente aos metais percebeu-se, hd poucas decadas, a possibilidade de
aplicacdo da mecanica do dano a previsdo do comportamento mecanico do concreto.

Conforme relata Pituba (1998), o concreto, antes mesmo da aplicacdo de
qualquer carga, ja apresenta um estagio de microfissuracdo, decorrente da retracdo por
secagem, mais a liberacdo de calor com a consequente variacdo das dimensdes, que se
desenvolve nas fases iniciais de secagem e endurecimento. Com a aplicacdo de um
esforco mecanico crescente, o processo de fissuracdo e a consequente perda de
resisténcia aumentam.

Em se tratando especificamente da analise estrutural de placas de concreto
armado, a modelagem ndo linear desses elementos tem sido estudada por diversos
pesquisadores, a exemplo de Figueiras (1983), Jiang e Mirza (1997), Fernandes (1998),
Cresce (2003) e Kratzig e Polling (2004). Apesar disso, Lima (2013) ressaltou que a
quantidade de trabalhos desenvolvidos versando sobre a modelagem de vigas de

concreto armado é ainda bem maior do que os trabalhos que modelam lajes.



1.1 JUSTIFICATIVA

Tendo em vista a complexidade do comportamento mecéanico do concreto,
devido a diversos fatores como a alta ndo linearidade, aparecimento de deformacoes
permanentes com 0 aumento progressivo de tensdes, completa diferenca entre
comportamento quando submetido a compressao e submetido a tragdo, é de fato dificil
formular uma lei constitutiva suficientemente geral para o0 mesmo, como afirmam
Pituba e Proenca (2005). Apesar disso, uma série de modelos foram aplicados com
resultados satisfatorios, embora com a deteccdo de situacOes onde sdo necessarias
melhorias.

Nesse sentido, o uso da Mecénica do Dano Continuo pode ser util. De fato,
tendo em vista os trabalhos desenvolvidos no &mbito do PPGECEA usando o modelo de
dano isotrépico de Mazars (1984), como em Santos (2009) e Neves (2012), verificou-se
excelente precisdo nos casos onde o cisalhamento ndo € relevante na resposta carga-
deslocamento. Entretanto, conforme atestou Lima (2013), ao juntar a Teoria Classica de
Laminados com o modelo de dano de Mazars (1984) tornou-se imprescindivel alterar a
rigidez ao cisalhamento das lajes estudadas, mediante a danificacdo do modulo de
elasticidade transversal do concreto, o que representou uma grande dificuldade para o
autor, ja que o modelo de Mazars (1984) ndo prevé a contribui¢do do cisalhamento na
fissuracdo progressiva do concreto.

Assim, Lima (2013), para tentar resolver essa lacuna apresentou uma alternativa
de danificacdo da resisténcia ao cisalhamento que ndao foi completamente apoiada nos
principios da mecanica do dano, e nem da mecénica da fratura. Portanto, € nesse
contexto que se insere o presente trabalho, detendo-se sobre essa lacuna, diante da
necessidade de incorporar no modelo de dano a progressiva deterioracdo da resisténcia
ao cisalhamento do concreto com o avanco do carregamento, provendo assim soluc@es
satisfatorias para a resposta carga-deslocamento de placas de concreto armado, em

situacOes onde o cisalhamento é importante no processo de danificacdo do concreto.



1.2 OBJETIVOS

1.2.1 Geral

Propor, a partir da Teoria Classica de Laminados e de um modelo de Dano
Continuo, uma formulagdo que represente adequadamente o comportamento de placas
retangulares de concreto armado, em flexdo, incorporando uma danificagdo abrangente,

que inclua também a resisténcia ao cisalhamento do concreto.

1.2.2 Especificos

1) Fazendo uso do Método dos Elementos Finitos, desenvolver um programa em
Fortran, a partir do modelo tedrico proposto, capaz de simular o comportamento
estrutural das placas (lajes) em questéo;

2) Verificar, com base nos resultados apresentados pelo programa e comparacgéo
com experimentos encontrados na literatura, se 0 uso de um modelo de dano continuo
que incorpore a perda de resisténcia ao cisalhamento, possibilitara uma melhor previsdo

da resposta carga-deslocamento, incluindo a carga de ruptura.

1.3 ESTRUTURA DA DISSERTACAO

A dissertacdo esta estruturada da seguinte maneira:

No Capitulo 1 é apresentada a contextualizacdo do problema a ser investigado,
Nesse sentido, sdo colocados alguns aspectos da modelagem de estruturas,
principalmente de lajes de concreto armado por meio de modelos de dano continuo. Sdo
também definidos os objetivos gerais e especificos do trabalho;

No Capitulo 2 sdo apresentados alguns conceitos relativos ao concreto e ao seu
comportamento mecanico, além de uma discussdo sobre a mecanica do dano e sua
fundamentacdo matematica. Ao final é visto como se da 0 comportamento mecanico do

aco e como este sera aqui modelado;



No Capitulo 3 é apresentado o modelo de dano isotropico de Oliver et al.
(1990), bem como as simplificacdes propostas por Koksal e Karakog (1999);

O Capitulo 4, em sua primeira parte, traz a formulacéo analitica do problema de
flexdo de placas segundo a Teoria Classica de Laminados e fazendo uso do Principio
Variacional dos Trabalhos Virtuais. Esse formulacdo da os primeiros subsidios para o
desenvolvimento da formulacdo numérica, apresentada na segunda parte, por meio da
aplicacdo do Método dos Elementos Finitos;

No Capitulo 5 é feita a validacdo do modelo aqui estabelecido simulando os
resultados experimentais de quatro lajes sob flexao, encontradas na literatura, as quais ja
foram simuladas numericamente por diversos autores. Os resultados obtidos pelo
programa aqui desenvolvido, sdo entdo analisados perante a resposta experimental, e
sdo também comparados as demais solu¢des numerico-computacionais encontradas na
literatura.

No Capitulo 6 séo feitas as consideragdes finais, apresentando, inicialmente, a
sintese das conclusbes da pesquisa e, posteriormente, as sugestdes para trabalhos

futuros, visando o prosseguimento da investigacgéo.



2 FUNDAMENTAGCAO TEORICA

21 CONCRETO

O concreto é tradicionalmente um produto advindo de uma mistura em
proporcbes adequadas de materiais inertes, os agregados, com um aglomerante
hidraulico, o cimento Portland, e dgua necesséria para a hidratacdo do aglomerante.
Devido a sua versatilidade e, consequentemente, extensa aplicabilidade, € um dos
materiais mais consumidos pelo ser humano (MEHTA e MONTEIRO, 2008).

Esse material pode ser caracterizado como um compadsito e, macroscopicamente,
notam-se duas fases: a matriz cimenticia e os agregados inertes imersos na primeira.
Porém, analisando de forma microscopica a composi¢cdo do mesmo € mais complexa,
notando-se trés fases: 0s agregados; a matriz; e a zona de transicéo.

Com relagdo a matriz esta ndo é exatamente um continuo. Apresenta produtos da
hidratacdo do cimento, principalmente silicatos e carbonatos, e grande quantidade de
poros que podem inclusive estar preenchidos com agua.

Ja a zona de transicdo € uma regido formada no entorno dos agregados. No
concreto em estado fresco ocorre um fendmeno chamado de efeito parede, no qual a
concentracdo de agua em torno do agregado em relacdo a quantidade de cimento se
torna maior do que no restante do material. A consequéncia € que esta regido apds a
secagem e endurecimento, apresenta-se mais porosa (com cristais maiores e orientados
de Carbonato de Calcio) e naturalmente fissurada, sendo mecanicamente mais fraca e
um limitante na resisténcia do concreto, fendmeno ilustrado pela Figura 2.1, onde C-S-
H representa os silicatos hidratados de calcio, CH refere-se ao carbonato de calcio e C-

A-S-H ¢ aetringita.
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Figura 2.1 Zona de transi¢io no concreto

FONTE: Mehta e Monteiro (2008)

Conforme afirmam Mehta e Monteiro (2008) sobre o aspecto do comportamento
mecanico, essas fissuras tem um papel importante na curva tensdo-deformacéo
verificada em um ensaio de compressdo. Inicialmente o concreto se comporta de
maneira linear-elastica. Posteriormente, as fissuras pré-existentes na zona de transicdo
passam a aumentar levando ao aparecimento de deformacdes plasticas e promovendo a
ndo linearidade na curva tensdo-deformacdo. O aumento de carga leva ao inicio e,
posteriormente, a progressiva fissuracdo da matriz até que haja coalescéncia das fissuras

e, consequente, ruptura do material. A Figura 2.2 mostra estes estagios.
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Figura 2.2 Curva tensdo-deformacéo do concreto sob compresséo

FONTE: Mehta e Monteiro (2008)



Em geral o aparecimento de deformages plasticas e ndo linearidade fisica se da
em baixos niveis de tensdes normais, em torno de 30%, evidenciando a importancia
dessas pre-fissuras no comportamento mecénico do concreto e uma das dificuldades na
modelagem do mesmo. Porém, a ruptura de um elemento de concreto submetido a
compressdo sO se da com a fissuragdo completa da matriz, e consequente unido das
fissuras. Esse aspecto faz com que seja requerida uma grande quantidade de energia e a
ruptura s6 aconteca com consideravel deformacdo, dando um aspecto de ductilidade ao
material, fendbmeno ndo observado com tanta intensidade, por exemplo, quando
ensaiado um corpo de prova a tracao axial ou compressao diametral.

A tracdo uma Unica fissura pode levar o corpo de prova a ruptura, requerendo
um nivel de energia bem mais baixo e atribuindo ao concreto um comportamento fragil,
caracterizando assim outra complexidade para a elaboracdo de uma lei constitutiva do
concreto: a grande diferenca entre o comportamento a compressao e a tracao.

Na Figura 2.3 observa-se que apds ser atingido o pico de tensdes pouca
deformacdo acontece além desse estagio ate ser observada a ruptura em comparacao

com 0s ensaios com compressdo axial.

PlkN)
6000 4

alle

4000 J

3000 4
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Figura 2.3 Curva tensdo-deformacéo do concreto sob compressao diametral

FONTE: Alvares (1993)



Principalmente pela dificuldade na realizacdo de ensaios associados a resisténcia
ao cisalhamento, como o ensaio de cisalhamento direto, é mais dificil detectar na
literatura discussdes a cerca do comportamento do concreto submetido a esse esforco.
Porém, como destacado em Figueiras (1983), citado por Pituba (2010), em pecas de
concreto armado o concreto fissurado tem uma importante contribuigdo na resisténcia
do elemento estrutural e dois fendmenos sdo observados: a acdo de "pino" e a
transferéncia de tensdo de cisalhamento entre as faces das bordas das fissuras.

Richard et al. (2010) descrevem dois fenbmenos que ocorrem no concreto
relacionados a parcela desviatéria das tensdes aplicadas ao concreto. O primeiro
fendmeno, denominado sliding, ocorre quando ha uma fissura e em funcdo dos esforgos
as bordas da fissura escorregam na direcdo da abertura, o que é descrito em Mazars
(1986) como modo Il de fissuragdo. O segundo é a friccdo, que é o atrito entre as bordas
da fissura ja que em geral estas se abrem contornando agregados graudos, além de
serem irregulares.

Na Figura 2.4 é apresentada uma curva tensdo-deformacdo resultante de um
ensaio de cisalhamento puro em um corpo de prova de concreto de fck igual a 36 MPa.
Os dados foram extraidos do trabalho de Pituba (2010) sendo o ensaio realizado por
Khaloo e Ahmad (1988).

2,5-

Tensdo (MPa)

05

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
0 0,001 0,002 0,003 0,004 0,005
Deformagao

Figura 2.4 Curva tensdo-deformacéo de concreto submetido a cisalhamento puro

FONTE: Adaptada de Pituba (2010)
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2.2  MECANICA DO DANO

A Mecéanica do Dano, segundo Alvares (1993), tem inicio com os estudos de
Kachanov (1958) que estudou o efeito da fissuracdo distribuida na ruptura fragil de
metais e teve contribuicdo de Rabotnov (1969), que propds incluir a perda de rigidez do
material como consequéncia da fissuracao.

Focalizando o material concreto, Alvares (1993) destaca que a preexisténcia de
fissuras no concreto antes mesmo do carregamento, fendmeno decorrente do efeito
parede (onde nas proximidades dos agregados é verificado um teor de &gua/cimento
maior do que no restante do material fresco), desencadeia a formacdo da fase de
transicdo, naturalmente fissurada.

Ainda segundo Pituba e Proenca (2005), o desenvolvimento da microfissuragédo
no concreto pode ser considerado continuo e se inicia com baixas tensdes ou
deformacdes, e as deformacbes permanentes sdo também decorrentes do processo de
evolugédo de microfissuras. Assim, a natureza das fissuras é diferente da observada nos
metais, mas o processo de perda de rigidez por conta das fissuras se assemelha.

Dentro da Mecénica do Dano ha algumas variagcdes dos modelos em decorréncia
das variaveis de dano escolhidas. No caso dos isotropicos, a variavel de dano é
representada por uma grandeza escalar e esta € suficiente para descrever a perda de
resisténcia do material. Lima (2013) cita diversos modelos idealizados por
pesquisadores nesse contexto, como Chaboche (1988), Lublineret et al. (1989), Mazars
e Pijaudier-Cabot (1989), Mazars e Pijaudier-Cabot (2001). A este respeito, detecta-se
na literatura que é possivel, em funcdo do comportamento assimeétrico entre tracdo e
compressdo do concreto, separar a variavel de dano em duas parcelas, uma para cada
tipo de esforco, como ocorre no modelo de Mazars (1984).

Nesse modelo, que é provavelmente o mais conhecido entre os modelos de dano
voltados ao concreto, tem por caracteristica representar através de uma unica variavel a
danificacdo, a qual é funcdo das deformaces principais positivas. Conta em favor deste
modelo o fato de serem necessarios apenas cinco parametros, além dos usuais médulos
de elasticidade e coeficiente de Poisson, para obtencdo das curvas de tracdo e
compressdo caracteristicas do concreto, o que facilita a implementacdo e utilizacdo

desse modelo.
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Por outro lado, algumas limitacdes sdo apontadas. Segundo Fichant et al. (1997)
apos o processo de fissuragcdo, o concreto passa a ter comportamento anisotropico, o que
faz com que muitos fendmenos ndo sejam levados em consideragédo como, por exemplo,
a resposta do material as tensdes cisalhantes. Mais ainda, segundo 0s mesmos autores,
0s modelos isotropicos de uma forma geral ndo representam satisfatoriamente a perda
da rigidez ao cisalhamento por, implicitamente, associarem-na as deformacdes
extensionais.

Pituba (1998), em relacdo a anisotropia, diz que este fenémeno induzido no
material com dano é um aspecto importante a ser considerado na elaboragcdo do modelo
e, no caso do concreto, mesmo antes de ocorrer carregamento outras razdes podem
induzir ao comportamento anisotrépico, como a prépria direcdo de moldagem do
elemento.

Na tentativa de conferir previsdes mais aproximadas do comportamento do
concreto, propostas mais complexas que os modelos isotropicos tém sido produzidas.
De fato, existem diversas alternativas, como modelos que empregam vetores para as
variaveis de dano, como Krajcinovic e Fonseka (1981), citado por Fichant, La Borderie
e Pijaudier-Cabot (1998), modelos que usam tensores de 2% ordem, como Chaboche
(1988), Cordebois e Sidoroff (1982), Murakami (1988) ou mesmo modelos que utilizam
tensores de 42 ordem como Pavan (2008), Voyiadjis et al. (2008), Pavan et al (2009) e
Pituba (2010).

Assim, tem-se uma dificuldade maior na formulacdo e implementacdo desses
altimos modelos (anisotrépicos) e esta complexidade se da também em razdo de melhor
separar as Variaveis intervenientes no problema e descrever os fendmenos de
danificacdo dos materiais.

Sobre o formalismo matematico da Mecanica do Dano Continuo, Pituba (2005)
explica que a mesma esta inserida na termodinamica dos processos irreversiveis sendo
admitidas as seguintes hipoteses:

- 0S processos irreversiveis podem ser aproximados por uma sequéncia de
estados de equilibrio aos quais correspondem valores instantaneos de um namero finito
de variaveis internas;

- as variaveis internas a serem escolhidas devem representar 0S processos
dissipativos dominantes;

- aresposta do meio depende exclusivamente de seu estado atual.
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Além das hipdteses inicialmente admitidas também devem ser seguidas as duas
leis da termodindmica. A primeira delas trata do principio de balango de energia,
consistindo numa transicdo entre dois estados infinitamente proximos de equilibrio
termodindmico. Desconsiderando os efeitos ndo mecénicos como a conducdo e a
irradiacdo de calor, por exemplo, segundo Pituba (2005), o balangco para um processo
dissipativo é dado pela Equagdo (2.1).
onde P, é a poténcia das forcas externas, U é a taxa de energia interna, E. é a taxa de
energia cinética e £, é a taxa de energia dissipada.

A poténcia das forcas externas pode ser dada pela soma da poténcia das tensées
mais uma variacdo de energia cinética:
Pe=0"é+EC (22)
onde o sdo as tensdes atuantes e € a taxa de variacdo das deformacdes.

Substituindo a Equacdo (2.1) na Equacao (2.2), tém-se:

Considerando-se agora a 2% Lei da Termodinamica, relacionada a entropia, tém-

se que a taxa de energia dissipada deve ser sempre positiva:

Ep =0 (2.4)

Comparando a Equacao (2.4) com a Equacéo (2.3) obtém-se que:

g é=>U (2.5)

A Equacdo (2.5) é chamada de desigualdade de Clausius-Duheim, e é condicéo

necessaria para verificacdo de processos ditos termodinamicamente admissiveis.
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Para exemplificar alguns conceitos relativos & Mecéanica do Dano Continuo, tem-
se a situacdo apresentada na Figura 2.5, de onde se retira um elemento representativo

submetido a um esforco uniaxial.

Figura 2.5 Elemento representativo

FONTE: Alvares (1993)

O elemento tem uma &rea total S, uma érea de defeitos S, e uma érea efetiva S

relacionadas atraves da Equacao (2.6).
So=85-5 (2.6)
Sendo o elemento geometricamente continuo pode-se aplicar o seguinte limite:

S :
w = lim=—> (2.7)
5-0 §

onde w é uma variavel representativa da danificacdo. Nesse caso, um valor igual a 0
significa que o material estd integro, e um valor igual a 1 indica que toda a se¢do

encontra-se danificada.

Expressando a area efetiva S em funcéo desse parametro tem-se:

S =51-w) (2.8)
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Estando o elemento submetido a um esforgo uniaxial, uma forca F, e sendo
infinitamente pequeno, a tensdo efetiva @, ou seja, a tensdo que atua na &rea nao

danificada do elemento é dada por:

F L= o (2.9)

“Ss(-w) 1-w

_ F
o ==
S

onde o é tensdo normal média dada pela divisdo de F pela éarea total S.

Também é possivel relacionar a rigidez no estado integro com a rigidez no
estado danificado, fazendo-se para isso uso da hipétese da deformacdo equivalente, a
qual esta representada na Figura 2.6:

ls lo

i'-.!.lt{} ¥ m:ﬂ

Figura 2.6 Deformacéo equivalente

FONTE: Adaptada de Cresce (2003)
Considerando que as deformacgfes devem ser iguais nas duas situacdes, tem-se:

T (2.10)
"TEEQ-o

onde E é o mdédulo de elasticidade do material integro.
Expressando agora a deformacdo em funcdo da tensdo normal média atuante na
secdo e do mddulo de elasticidade, resulta:

€= (2.11)

&l Q



15

com E representando o mddulo de elasticidade efetivo do material.
Isolando o na Equacgéo (2.10) e substituindo na Equacédo (2.11) tém-se a relacdo
entre 0 modulo de elasticidade para o estado ndo danificado e o mddulo de elasticidade

efetivo, ou seja:

E = E(1 - w) (2.12)

Considerando casos mais gerais de estados de tensbes, e principalmente de
variaveis para representacdo da danificacdo do concreto, outras estratégias podem ser
adotadas para transformacgdo das tensdes no material ndo danificado para as tensdes
efetivas. Por exemplo, em Voyiadjis et al. (2008), € usado a hipotese da equivaléncia da
energia elastica onde é estabelecido que a energia de deformacdo elastica para um
material danificado é equivalente, em forma, aquela do material ndo danificado, tal

como representado na Equacéo (2.13).

e (2.13)

onde o;; € o;; sdo 0s respectivos tensores de tensdes para o estado nao danificado e de

e —e
ij +€ij

deformacdes nas condi¢bes ndo danificada e danificada.

tensOes efetivas, e ¢ sdo, respectivamente, as porcdes elasticas dos tensores de
No trabalho em questdo sdo empregados tensores de dano de 42 ordem, e o

tensor de transformacao das tensdes M;;;,; tem a mesma forma.

Eij = Mjji 01y (2.14)

Segundo os autores, o tensor M;;, deve manter o tensor de tensOes efetivas
simétrico, e para isso sdo demonstradas algumas formas de obtencdo desse tensor.

Outra estratégia de transformacdo, dessa vez vista em Mazars e Pijaudier-Cabot
(2001) e Fichant et al. (1999), é empregar um artificio utilizado em modelos de

microplano, onde se faz uso de uma equacéo de trabalhos virtuais.
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4

4 (2.15)
3

oj&; = fs{[(l —dm)nofmn + (1 - S(n))(aiz-nj - nkaﬁlnlni)]ez‘jm)dﬂ

onde of; é o tensor de tensdes efetivas, g;; é 0 tensor de tensdes para o estado ndo
danificado, ¢;; as deformagGes principais, d(n) e §(n) sdo as superficies de dano, e n é
o vetor normal ao microplano. As tensGes og;; sdo solucdo da equacao dadas & e 0

dominio de integracdo é uma esfera de raio igual a 1.

23 COMPORTAMENTO MECANICO E MODELO PARA O ACO

Apesar do concreto possuir uma boa resisténcia a esfor¢cos compressivos, 0
mesmo nao ocorre quando os esforgcos séo de tragdo. Por esta razdo, ha muito tempo se
utiliza barras de ago em diversos elementos estruturais de concreto com o intuito de
obter uma satisfatoria resisténcia mecanica a tragdo, do material final.

O aco é uma liga metéalica de ferro-carbono além de outros elementos quimicos
adicionados para obtencdo de caracteristicas especificas como durabilidade, resisténcia
a corrosao, entre outras, sendo bastante utilizado na construcdo civil pela sua alta
relacdo entre resisténcia mecéanica e peso, garantindo estruturas mais leves entre outros
beneficios.

Os acos empregados no concreto armado, CA-50 e CA-60, tem um
comportamento mecéanico caracteristico. O CA-50 € um material bastante ductil,
apresenta um patamar de escoamento bem notavel e € o aco empregado como reforgo
longitudinal, principalmente porque em caso de ruptura, para secdes sub-armadas e
normalmente armadas, havera grande deformacéo do elemento estrutural.

Ja o CA-60, utilizado por exemplo na composi¢do de estribos para vigas de
concreto armado, tem um comportamento caracteristico fragil, ndo exibe grandes
deformacdes quando submetido a tracdo e nem tampouco patamar de escoamento. A

Figura 2.7 apresenta uma representacdo esquematica desses dois comportamentos.
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Figura 2.7 Comportamento mecanico do aco a) Fragil b) Ductil

FONTE: Adaptada de Callister (2009)

Em raz&@o do aco empregado para reforco de lajes ter um comportamento ductil,
costuma ser adotado um modelo plastico perfeito para o comportamento tensdo-

deformacdo, conforme representado na Figura 2.8.

os 4

fy

.

glim eult £5

Figura 2.8 Modelo para o comportamento mecanico do aco

Observa-se que 0 aco tem um comportamento linear elastico até ser atingida a
tensdo de escoamento na sua deformacéo limite. Em seguida a curva tensdo-deformacéo

fica horizontal caracterizando a fase de escoamento do aco.
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O modulo de elasticidade secante do ago, ap6s iniciado o0 escoamento, pode ser

matematicamente relacionado ao médulo de elasticidade inicial do mesmo, ou seja:

E =Ey(1-D,) (2.16)

onde E, é o modulo de elasticidade inicial e D, uma variavel de danificagdo, a qual é

calculada com base na deformacéo a que a barra esta submetida, ou seja:

D,=1- & (2.17)

Elim

onde &, é a deformacdo linear especifica, que pode ser ¢, se a barra estiver orientada a
0° ou &, se a barra estiver orientada a 90°. A grandeza ¢;,, € obtida pela divisdo da
tensdo de escoamento pelo mdédulo de elasticidade inicial, ou seja € a deformacéo linear

especifica associada ao inicio do escoamento do ago empregado na barra.

fy (2.18)

Elim =
Ey

Para deformacdes superiores a ¢, , a deformacdo ultima do aco, tém-se D, = 1
e portanto o0 modulo de elasticidade secante € zero com o elemento de aco ndo mais
contribuindo para a resisténcia da placa neste ponto.

No modelo em questdo serd considerado uma unido sem defeitos entre aco e
concreto (aderéncia perfeita), desprezando efeitos que acontecem em estruturas reais,

durante a transferéncia de tensoes.
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3 MODELO DE DANO CONTINUO

Apb6s uma busca por modelos de dano mais abrangentes voltados ao concreto,
norteando-se pela necesséria consideracdo nesses modelos da perda de resisténcia ao
cisalhamento, foi escolhido o modelo de Oliver et al. (1990), o qual foi construido com
base no trabalho de Simo e Ju (1987), com algumas consideragdes e aproximacdes feitas
posteriormente por Koksal e Karakog (1999).

Trata-se de um modelo isotrépico, que leva em consideracdo o comportamento
diferenciado do concreto com relagdo a tragcdo e a compressao e nos trabalhos de Oliver
et al. (1990) e Koksal e Karako¢ (1999) a validacdo se deu em pelo menos um
experimento submetendo placas de concreto a cisalhamento.

A equacdo constitutiva para o concreto neste modelo é dada por:

o=(1-d)Dy:¢ (3.1)

onde o é o tensor de tensdes, € o0 tensor de deformacdes, d a variavel de dano e D, 0
tensor constitutivo do material ndo danificado.

O tensor D,, para um material isotrépico, e considerando a aplicacdo em um
elemento estrutural submetido a um estado plano de tensGes, como sera aqui

considerado o concreto, é dado por:

r FE vE 0 T
1—v2 1-—v2
D = vE E 0
071 —p2 1-—19p2
0 o L (3.2)
| 2(1+v)d

onde E e v sdo respectivamente o médulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson
iniciais do material.
A Equacdo (3.1) pode ser interpretada como a soma de duas parcelas de tensGes

atuantes: elasticas o, e inelasticas g;, conforme desmembrado abaixo:

0=0—-d)Dy:e =Dy:e —dDy: e = 0y — 0; (3.3.9)
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0y = Dg: € (3.3.b)
0, =dDy: € (3.3.0)

3.1 CRITERIO DE DANO

Seguindo com a apresentacdo do modelo € inicialmente definido um critério de
dano, dado por:

F(zt,r) =1t —rt <0,vt=0 (3.4)

onde ¢ é uma norma calculada com base no tensor de deformac6es ou, opcionalmente,
no tensor de tensdes, sendo o limite dessa norma no instante ¢ o valor r. No préximo
item serdo dados maiores esclarecimentos sobre esses parametros.

Como explicado por Oliver et al. (1990), o critério de dano tem o papel de
determinar em que estado se encontra o concreto, se ainda linear elastico ou se ja se
iniciou a danificacdo. Para valores menores que 0 obtidos na fungdo F o concreto ainda

se encontra no regime elastico linear.

3.2 NORMA OU DEFORMAGCAO EQUIVALENTE

A norma t¢ é usada para comparar diferentes estados de deformacao além de,
segundo Oliver et al. (1990), ser possivel determinar se o concreto se encontra sob
carregamento, descarregamento ou mesmo recarregamento. No modelo em questao esta
varidvel é calculada com base no tensor de deformacdes e nas tenses ndo danificadas.

Com relagdo ao célculo da norma tf, Oliver et al. (1990) apresenta trés (3)
alternativas para esta operacdo. A primeira delas é de um modelo com igual degradacéo

em tracdo e compressao.

’ 3.5
T = 0'0:D0_1:O'0 ( )

Esta equacdo também pode ser reescrita como:
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(3.6)

T = 1/£:D0:£

Esta forma de célculo da norma claramente ndo se aplica bem ao concreto,
devido ao fato do concreto ter uma relacdo entre resisténcia a compressdo e a tracdo
bem diferentes.

A segunda possibilidade apresentada considera que o material s6 sofre
degradacdo quando submetido a tracdo. Essa abordagem é similar a vista em Mazars
(1984) e segundo o autor pode ser til para situagdes onde a tragdo € dominante no
processo de danificacdo do concreto.

’ ~ (3.7)
Ty = O'(;I-:D()l:()'dl-

Na Equacéo 3.7 o é o tensor de tensdes principais:
of =[<ol><0¢>,<0a§>,0,0,0]" (3.8)
Sendo a¢, o¢,0¢ as tensBes principais dadas para cada uma das 3 direcdes e:

o seat >0 (3.9)

<0 >= {05e0i<0
0

A terceira alternativa (que foi a adotada para este trabalho) é expressa como:

1-0 » (3.10)
T = (6 + T) 0'0:D0 10y

onde n € arazdo entre a resisténcia a compressdo e a tracdo do concreto, dada por:

e (3.11)
TSt

n
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O parametro 6 é um fator de ponderacdo dependendo do estado tensional do

concreto, calculado com base nas tensdes principais:

o= < q{) > (3.12)
13=1|06|

onde |o}| é 0 modulo, ou valor absoluto, de cada uma das tensdes principais.

O valor de 6 vai de 0 para um estado de compressao triaxial até 1 para um
estado de tracdo triaxial. A Figura 3.1 compara as trés alternativas para o calculo da

norma considerando um concreto submetido a estados biaxiais de tensdo.

€y
€y
ELASTICO i

b)

Ey
ELASTICO
o e W te =nf;
c)

Figura 3.1 Alternativas para o calculo de t

FONTE: Adaptada de Oliver et al. (1990)
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3.3  LIMITE INICIAL DE DANO

Com relacdo ao valor limite r¢ para a verificacdo da norma, este inicia com o
valor t*, 0 qual é obtido através de um ensaio de tracdo uniaxial. Aplicando qualquer
uma das trés alternativas para t observa-se que quando atingido o valor de f;, a

resisténcia a tracdo para o concreto, t é igual a:

f, (3.13)

onde E, € o modulo de elasticidade inicial do concreto

3.4  LEIDE EVOLUCAO DA VARIAVEL DE DANO

Para a variavel de dano, Oliver et al. (1990) chegaram a seguinte lei de

evolucao:

™ Tt 3.14
d(rt)z1—Fexp{A<1—;>},0<T*Srt (3.14)

A variavel A esta relacionada a taxa de variacdo de d e foi determinada por
Oliver et al. (1990) através da andlise da taxa de dissipacdo de energia, entre outras

consideracoes, e seu valor € dado por:

GrEy 1\ (3.15)
A=(L15-5]) =0
If2 2

onde G € a energia de fratura por unidade de area, £, 0 modulo de elasticidade inicial,
f; a resisténcia a tracdo do concreto e [* o comprimento caracteristico da malha de
elementos finitos.

A proposta do trabalho de Koksal e Karako¢ (1999) foi realizar uma aplicacédo

do modelo apresentado anteriormente impondo simplificacbes sobre o mesmo. Para
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comegar adotaram uma equagdo para Gy em funcéo da resisténcia a tragdo obtida por
Philips e Bisheng (1993).

Gr = 30,5 + 6,64f (3.16)

onde f, € dada em MPa e Gy ¢ expressaem N /m.
Com relacdo a E,, os autores consideram que esse valor é aproximadamente o
dobro do médulo de elasticidade secante verificado quando o concreto atinge a maxima

tenséo num ensaio de compressao uniaxial, ou seja:

A (3.17)
=

Ey
Sendo a resisténcia a compressdo f, aproximadamente dez vezes maior que a
resisténcia a tragcdo e a deformacéo ¢, aproximadamente igual a 0,002 para concretos

usuais, tem-se que:

2f. 2%10 3.18
NN e « 10000f; (3.18)

~

E
07 & 0,002

com E; e f, dados na mesma unidade de medida.

Substituindo as Equacdes (3.18) e (3.16) na Equacéo (3.15) tém-se:

L (305 + 6,64f2)  10000f, 1\ " (3.19)
B I*f? 2

Considerando que para os autores, Koksal e Karakog (1999), G, € dada em N/

m, E, e f; sdo dados em MPa e [* em mm, se faz necessaria a compatibilizacdo das

unidades para o calculo de A como mostrado na Equacéo (3.20).
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N N N
() = (Pa) - " _
(mm) x (MPa)? mmx*MPa  mm « 106 = iz
m

3.20
11 10°mm 1 (3.20)
_106m _106m m ~ 103

m m

Observando-se assim que € necessaria a divisdo do valor final por 103,

Introduzindo essa correcéo na Equacéo (3.19) tém-se:

_ ((30,5+ 6,64f2) * 10000f, 1 ! _ (30,5 +6,64f2) x10f, 1 (321
B I*£2 % 1000 2) I*f2 2

Koksal e Karakog (1999), por fim, consideraram um valor de f; igual a 1,0 MPa

na Equacé&o (3.21) chegando a um valor para A igual a:

371,4 1\! (3.22)
4= ( I 2)

Tal simplificacdo, para estes autores nao foi considerada um problema dado que
foram feitas outras de possivelmente maior influéncia no resultado final do modelo,
como a linearizacdo da curva de dano em funcdo da norma apresentada na Equacéo
(3.14). Para este trabalho, no intervalo de resisténcias a tracdo dos concretos e
comprimentos caracteristicos que posteriormente foram utilizados na validacdo do
modelo, ndo se verificou visualmente grande diferenca em testes similares aos ilustrados
nas Figuras 3.2 a 3.4 entre as curvas utilizando os valores completos como na Equacéo
(3.21) e com o valor simplificado da Equacéo (3.22).

A Figura 3.2 mostra como se da, de forma geral, a variacdo da variavel de dano
d com o avango da varidvel 1, sendo mostradas na ilustracdo curvas para diferentes
valores de [*, cabendo informar que os parametros admitidos para o material estdo

listados na Tabela 3.1.
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Tabela 3.1 Parametros do concreto simulado

E 30,0 GPa
v 0,20

fc 25,0 MPa
ft 2,5 MPa

»
p=g

s —— |=25mm

—=— [=50mm

/ —+—|=100mm
/ —— |=150mm

0,8
0.6 / —*— [=200mm

0,4+

0,2

0 v T T T T

0 0,1 0,2

T

T T T T T T T T T T 1

0,3 0,4 0.5

Figura 3.2 Evolucéo da variavel de dano

Nas Figuras 3.3 e 3.4 sdo apresentadas curvas que simulam o concreto da Tabela

3.1 submetido a tracdo e a compressao uniaxial.
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—e— |=25mm
—&— |=50mm
—— [=100mm
—— [=150mm

t(MPa)

Figura 3.3 Curva para o concreto em tracao uniaxial

25+

——|=25mm
| - |=50mm
1 —+—|=100mm

20_. —— |=150mm

—*—|=200mm

T(MPa)

Figura 3.4 Curva para o concreto em compressao uniaxial

Como pode ser observado nesse conjunto de curvas para 0s dois tipos de esforco
0 concreto tem um comportamento linear elastico até atingir a tensdo maxima. Apos
isso tem um comportamento de abrandamento de tensdes determinado pela evolugédo da
variavel de dano d.

Dadas as caracteristicas do modelo original e as simplificacdes feitas por Koksal

e Karako¢ (1999), o comportamento pds-pico € determinado pela varidvel A, dada pela
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Equacdo (3.22), e consequentemente pelo comprimento caracteristico da malha de
elementos finitos. Para as simulagcdes que serdo feitas aqui, salvo indicacdo contréria,
para 0 comprimento caracteristico da malha serd admitido valor igual a raiz quadrada da
area dos elementos finitos, metodologia também adotada por Oliver et al. (1990) e
Koksal e Karakog (1999).

Uma outra possibilidade para esta etapa da modelagem € caso se tenha acesso as
curvas tensdo-deformacdo obtidas por ensaios de controle de deslocamento que
descrevam os comportamentos pds-pico do concreto admitir o valor que seja mais

representativo.
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4 MODELO NUMERICO

Os modelos fisicos para 0s materiais constituintes das placas aqui estudadas, de
dano isotrépico continuo para o concreto, e elastoplastico perfeito para o reforco de aco,
serdo incorporados em um programa de andlise linear de placas laminadas,
desenvolvido anteriormente por Rocha (2012) com base no método dos elementos
finitos. Nesse sentido, inicialmente € apresentada a formulacdo analitica do problema
utilizando a Teoria Classica de Laminados (com a ndo linearidade fisica dos materiais
constituintes embutida nas relacdes tensdo-deformacdo) em termos do Principio
Variacional dos Trabalhos Virtuais. Posteriormente é apresentada uma sintese da
formulacdo computacional, com base no método dos elementos finitos.

A escolha pela Teoria Classica de Laminados ao invés da Teoria de Primeira
Ordem, ou teorias de ordens mais altas, as quais levam em consideracdo deformacoes
provocadas por cisalhamento no &mbito das normais ao plano médio da placa, se deu
por buscar neste trabalho uma comparacédo efetiva com o que foi desenvolvido por Lima
(2013). Também foi levada em conta que outros autores como Jiang e Mirza (1997) e
Fernandes (1998) também desconsideraram esses efeitos do cisalhamento em suas
propostas, e alcancaram bons resultados. Por fim, cabe ressaltar que essa escolha tem a
vantagem de conduzir a uma formulacdo de menor grau de complexidade, facilitando

assim a geracdo de cddigos computacionais de analise estrutural.

4.1 TEORIA CLASSICA DE FLEXAO DE PLACAS LAMINADAS

4.1.1 Hipdteses consideradas

Na Teoria Classica de Flexdo de Placas Laminadas (TCL) suple-se que a
geometria de deformacdo segue as mesmas hipoteses de Kirchhoff instituidas para a
andlise de placas isotropicas e delgadas. Nesse contexto, assumindo desde ja que a placa
retangular laminada é formada por laminas (ou camadas), onde cada camada apresenta
uma espessura constante, admitem-se as seguintes hipoteses formadoras dessa teoria:

1) Supde-se que o carregamento na placa acarreta rotacGes e deformacoes

pequenas, perante a unidade, enquadrando o problema no ambito linear geométrico;
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2) A placa é considerada delgada, ou seja, a espessura € relativamente pequena
em relacdo as outras duas dimensdes;

3) A placa é formada por laminas perfeitamente coladas entre si, isto é, sem
deslizamento ou deslocamento.

4) Linhas inicialmente retas e perpendiculares & superficie média da placa
permanecem retas e normais a esta superficie, quando o laminado for deformado;

5) Os segmentos normais & superficie média sdo considerados inextensiveis,
isto é, tém comprimentos constantes;

6) Admite-se que todas as cargas sdao aplicadas na superficie média da placa,

inclusive em seu contorno.

4.1.2 Campo de deslocamentos

As Hipoteses 1 a 5 acarretam no seguinte campo de deslocamentos:

_ OWO (41a)
ulx,y,z) =ug(x,y) —z 92

v(x,y,2) = vo(x,y) _ZW

w(x,y,z) = wo(x,y) (4.1.0)

onde u, v e w sdo os deslocamentos de um ponto qualquer da placa nas direcdes x, y e
z, respectivamente, e u,, vy € w, sdo 0s deslocamentos nessas mesmas direcdes do
ponto associado ao primeiro, e localizado na superficie média da placa (ver Figura 4.1).
Cabe observar que 0s eixos x e y pertencem ao plano médio da placa, conforme

também ilustrado na Figura 4.1.
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Figura 4.1 Sistema de referéncia e geometria de deformacéo da placa considerando
a teoria classica de Kirchhoff

FONTE: Reddy (2004)

4.1.3 Relagdes deformagédo-deslocamento

Sendo valido o comportamento linear geométrico, admitido através da Hipotese

1, tém-se as seguintes relacdes deformacéo-deslocamento:

_Gu (4.2.)
& = ox
L (4.2.0)
y = ay
_ow (4.2.c)
2= 3,
_ou v (4.2.d)
Vay = oy Ox
_ ou ow (4.2.)
Vaz = 5, 7 ox
v dw (4.2.9)
Vyz - & + W
onde &, €, &, sdo as deformagGes lineares nas direcOes x, y e z, respectivamente, e

Yay» Yaz € ¥y, S80 as distorcGes (ou deformagGes angulares).
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Da Hipdtese 5 tem-se que a deformacdo linear especifica segundo a direcdo

transversal ao plano médio da placa é nula, ou seja &, = 0. Por sua vez, a Hipotese 4,

em que as linhas normais a superficie permanecem normais apés a flexdo, acarreta que

as distorgdes y,, € ¥, sdo nulas na superficie média da placa. Portanto, partindo-se

dessas observagdes e substituindo o campo de deslocamentos (4.1) nas expressoes

acima, tem-se que:

du,  9%wy

T ox T Pz

vy,  0%wy

& = W —Z dy?
_Ouy Oy %w,

Yo =5, T ox T axay

e, =0
Yoz =0
Yy =0

(4.3.9)

(4.3.)

(4.3.0)

(4.3.d)
(4.3.¢)

(4.3.)

Cabe observar, portanto, que essas relacdes deformacdo-deslocamento indicam

que se trata de um problema de estado plano de deformacao.

4.1.4 RelacGes constitutivas

Partindo-se para 0 uso de matrizes constitutivas associadas ao estado plano de

tensBes para cada ldamina da placa de material ortotropico (Hipotese 6) acarreta em:

= 912 922 926
Qi Q26 Qes

com o, € oy

tensdo cisalhante.

&y

{Ux} §11 §12 §16 {Sx
yxy

}

(4.9)

sendo as tensdes normais, nas direcdes x e y respectivamente, € T,, a
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A matriz quadrada (_zi]-, denominada de matriz de rigidez reduzida da lamina em

relacdo ao sistema global de coordenadas, é fungdo das propriedades mecanicas da

lamina e seus elementos sdo assim definidos:

Qq; = Q11 c0s*0 + 2(Qq3 + 2 * Qgg)sen?6 cos? B + Q,,sen*6 (4.5.a)
Q12 = (Q11 + Q; — 4Qgs)sen?0 cos? O + Qq,(sen*d + cos* 6) (4.5.b)
Qy; = Q115en*8 + 2(Qq; + 2Qgs)sen?6 cos? 6 + Q,, cos* 6 (4.5.c)
Q16 = (Q11 — Q12 — 2Q46)sent cos® 6 + (Q12 — @z + 2Qg6)sen>6c056 (4.5.d)
Q26 = (Q11 — Q12 — 2Q¢6)sen30cos0 + (Q1; — Qaz + 2Qg6)senB cos® 6 (4.5.€)
Qe = (011 + Qy3 — 201, — 2Q46)sen?0 cos? 0 + Qgq (sen*d + cos* 0) (4.5.1)

onde @ representa o angulo de orientacéo da fibra de reforco da camada, formado entre

0s eixos x4 (local) e x (global), conforme representado na Figura 4.2.

Figura 4.2 Sistemas de coordenadas local e global

FONTE: Adaptada de Reddy (2004)

Os demais termos das EquacOes (4.5.a) a (4.5.f) sdo os elementos da matriz de rigidez
reduzida da lamina, em relacdo ao sistema local de coordenadas, 0s quais sdo assim

definidos:

E (4.6.9)
Q11 = RN
1—vvp

U12E2 (46b)
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_ B (4.6.c)
1—vvy

Qes = G12 (4.6.d)

Q2 =

Nessas equacdes, E; e E, sdo 0s mddulos de elasticidade nas direcGes locais x; e
x, da camada, e Gi, € 0 modulo de elasticidade transversal associado as dire¢bes x; e
x,. Além disto, v;, e v, sdo os coeficientes de Poisson, também associados as direcdes

X1 € X5, € relacionados por:

viz _ By 4.7)

vy Ep

4.1.5 Integrais de tensdes (esforgos solicitantes)

Os esforcos solicitantes, por unidade de comprimento, representados na Figura
4.3, sdo definidos pelas seguintes integrais de tensdes, avaliados na espessura h da placa

laminada:

Figura 4.3 Esforcos internos na placa

FONTE: Reddy (2004)
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% (4.8.9)
N, =f o,dz

_h

2

r (4.8.b)
N,, = jhaydz

2

L (4.8.0)
N,, = jhrxydz

2

5 (4.8.d)
M,, = jhaxzdz

2

5 (4.8.¢)
M, = jhayzdz

2

h (4.8.1)
M,, =f Tyy2dz

onde N,,, N,,, N,, sdo esforcos de membrana por unidade de comprimento e M,,, M,,,
e M,, sdo momentos fletores e torsor dados por unidade de comprimento. Esses

esforcos podem ser expressos em fungédo da laminacao da placa, ou seja:

Nxx n Zp41 Oy (493.)
Nyy ¢ = Zf {Gy}dZ

Ny, k=1"%k  \Txy

M n g (Ox (4.9.b)
My, ¢ = {Gy}ZdZ

M,, k=1"%k  \Txy

sendo n 0 numero de laminas que compde a placa, enquanto z, e z,,.; SA0 as

coordenadas segundo o eixo z de inicio e fim de cada uma das laminas (ver Figura 4.4).
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Figura 4.4 Numeracao das laminas e origem do eixo z

FONTE: Reddy (2004)

Substituindo em (4.9) as Equacgdes (4.4), que relacionam as tensdes e

deformagdes:
Nxx Zg+1 ?
Ny, f Q12
Ny, k=1 7%k Q16
Mxx Zg+1 g
My, f Q12
M, =1 "%k Q16

(\212
Qa2
Q26
(\212
Qa2
Q26

Qs

666

Q16 Ex
Q26 {gy} dz
9 Vxy

Q6] ( &
026 { Sy } ZdZ
ny

(4.10.a)

(4.10.b)

Substituindo agora em (4.10) as relagdes deformacdo-deslocamento (4.3), tem-se

que:

§
Nxx n Zl+1 q11
Nyy ¢ = Z<f Q12
Nzy k=1 |77 Q46

@2
Q22
Q26

916
926 )\
Qs6

( duy,  0%wp, )
ox  o2x
6170 62W0
oy 0%x
auO 6170 62W0
\dy Ox Z(')x(')yJ J

rdz
(4.11.9)
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( ([ duy  9%wy, )
2
M, n Zi41 gn glz @6 (;3;(0 aazvf,co
Myy ¢ = z<f Quz Q2 Q| Fo %2733 [ (242
o) B 0 G Gl gy Ty
x 6 26 Yool | gy av, 92w, (4.11.b)
\ \ dy + 0x _Zzaxay) J

Fazendo as operacOes de integracdo das EquacOes (4.11) e reorganizando as

expressoes, resulta:

(9% (_2%wo
Nxx A11 Alz A16 ax Bll Blz B16 I azxz I
N Ay, Ay A A By, By Bg|{ —20
vy 12 Az Ay 3 ++(B12 By By 77
Ny Atg Aze Agel lou, , ave| Bie Bz Beel | 52,1 (4.12.2)
\ay ax / k_z 6x6y}
(9w (_9%wo
Mxx Bll Blz Bl6 ox D11 D12 D16 I azxz I
M aﬂ d wo
yy Bi; By st]< oy (P12 D2z Dag 4 o >
My Bis Bz Bes dug , vy Dig Dz Degsl | 92w, | (4.12.b)
L63/ ax / k_z BxayJ

A matriz formada pelos elementos A; € denominada matriz de rigidez
extensional. Por sua vez, a matriz com os elementos D;; € a matriz de rigidez flexional e
a composta pelos elementos B;; € a matriz de rigidez de acoplamento flexo-extensional.
Os elementos A;;, B;; e D; sdo fungOes das propriedades mecanicas e espessura das

laminas, conforme as respectivas expressoes a seguir:

% " Zl+1
A 2 0 ,
(Al'j'Bij'Dij = hQij(l:Z:Z )dz = Q;  (1,z,z%)dz
T2 k=1"%

‘ (4.13)
Ay = i Qy “ Gesr — 210 (4.14.9)
k=1
By = % ' i 3, O = (20 (4.14.b)
k=1
D, = % ' i 0, ()’ — (2 (4.14.0)
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Desenvolvendo os produtos matriciais em (4.12), tém-se as expressoes finais
para os esfor¢os solicitantes:

Ny = A % + Ar 66_1;0 + Age (66_1;0 + %) — b 6;;;0 — By, 662;;0 — 2By Z;;V; (4.15.9)
Ny, = Ay, % + Az 66_1;0 + Az (66_1;0 + %) — By, 662;;0 — By, a;M;O — 2B Z;:;VO (4.15.0)
N,y = Agg % + Ay 66—1;0 + Agg (aa—uy" %) — By, a;;o — By a;VZO — 2B, gigv; (4.15.0)
M, =By % + By, 66—1;0 + Byg (66_1;0 %) — Dy 662::;0 — Dy, a;M;O —2Dy¢ Zig]; (4.15.d)
My, = By, % + By, 66_1;0 + By (66_1;0 %) — Dy, 3;\:;0 — Dy, 36214;0 — 2Dz Zi‘;’o (4.15€)
M,y = By % + By 66_1;0 + Big (66_1;0 %) — Di6 6;;;0 — Dy a;M;O — 2Ds¢ Zi‘go (4.159)

4.1.6 Trabalho virtual das forgas internas
O trabalho virtual realizado pelas for¢as internas € dado por:

SWine = f(O'x(Sex + 0, 6¢, + Txy(S)/xy)dv (4.16)
%4

com V representando o volume da placa, e &¢,, 8¢, € Jy,, as variaches das

deformagdes ¢, €, € vy, as quais a partir das expressoes (4.4.a) a (4.4.c) sdo assim

calculadas:

S5, =6 (W) - 26< %2 ) (4.17.a)
< )

(4.17.b)

5y, = 6 <au0> +5 (av0> 226 <62W°>
= - — )| — 42
Vay 0x ady dy? (4.17.c)
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Substituindo as Equagdes (4.17.a) a (4.17.c) na Equagdo (4.16) e levando em
consideracdo que se pode encarar a integral em volume como uma integracdo em

relacdo a area Q, da superficie média e em relagdo a espessura h da placa, obtém-se:
auo 5 aZWO 5 avo 5 aZWO
””_f fh _ _Z axz )| T (W)_Z a2 )| "
2
+ 6<au0) +6(av0) 226( 220\ 14
T (2 \ox dy axay )| (4.18)

Identificando-se na expressdo acima os esforcos solicitantes dados em (4.8),

NS

tem-se:
62W0 aVO OZWO
SW,, = ﬂ NxxS M8 (52 +Nyy5(g)—Myy 7))t
N, 6(0110 6170) ", 9%w, dxd (4.19)
dy | ox axay )|

Essa equacdo pode ser expressa em funcdo dos deslocamentos a partir da

substituicdo da Equacéo (4.15) na Equacao (4.19).

4.1.7 Trabalho virtual das forcas externas

O trabalho virtual realizado pelas forcas externas representadas na Figura 4.5 ¢é

dado pela Equacéo (4.20):
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P

AY

Figura 4.5 Cargas externas atuantes na placa

FONTE: Lima (2010)

W, = fq(x,y)SWOdA+
A

=b
af_ — — — OWO g
+f Fyx6u0+Fyy6vo+FyZ6WO—Myy6(—) dx +
0

b(_ — — — owe\\
+f (FXXSuO + Fyy 60 + Fy, Wy — My, 8 (a_xo) dy (4.20)
0

onde q(x,y) representa o carregamento transversal por unidade de &rea atuante no

plano médio da placa, F,,, Fyy, Fy, € M,, sdo as forcas e momentos atuantes nos

F,,, F,, € M,, sdo as forcas e momentos

bordos x =0 e x =a daplaca, e F), ,
atuantes nos bordos y =0 e y = b. As cargas de bordo, medidas por unidade de
comprimento, admite-se que atuam na intersecdo do respectivo bordo com o plano

médio da placa, conforme a Hipotese 6.

Tendo em vista 0 prosseguimento na obtencdo de equacbes de equilibrio e
contorno, a expressao do trabalho das forcas internas deve ser integrada por partes, no
caso de alguns termos, para compatibilizar com as variacdes dos deslocamentos

presentes na expressdo do trabalho realizado pelas forcas externas. Portanto, apds a
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integracdo, a expressdo do trabalho das forcas internas, em termos de esforgcos é dada
por:

b —
5]/th = j [Nxx6u ] dy fj XX, xau dxdy+f [N y(svo]i;s dx —

ﬂ Ny, ,8v, dxdy+j [N, Su,] : dx—ﬂzvxy,yauodxdw
+] [N, 617] NCE ﬂ Nyy . 6v,dxdy — f[Mxx5W0x] y +
0

b _
+j (M, .6 dy ff M,y 5y SW,dxdy — f (M, "'Y]i;s dx +

0

a y= x=aq1Y=b
+f0 [Myy,ydwo]y jf My, ., 6w, dxdy — 2 [(Mxy oy OW,) :0]y:0 -

=b x=a
-2 ﬂAMxy,xy dw,dxdy + Zjo [Mxy,xé‘wo];}zo dx + ZJO [Mxy.y‘SWO]xzo dy (4.21)

Na Equacdo (4.21) a virgula indica derivacdo parcial do esforco ou
deslocamento em questdo em relacdo as variaveis apos a mesma.

Reorganizando a expressdo em termos de esforcos internos tem-se:

6V|/int = f.f XX, % + ny y)6u + ( yy.y + ny,x)6vo + (Mxxxx +

+2Myy xy + Myy,yy)]Swo dxdy +

a y=b
+ { f [Ny, 6u, + Ny, 8V, + (M, , + 2M,, . )6w, — M, 5w0,y]dx} +
0 y=0
b x=a
+ { f [Nex 8ty + Nyy 80, + (Myy o + 2Myy, )W, — My, 6W0,x]dy} +
0 x=0
b (4.22)

[(Mxy Ay ):ZK;

4.1.8 Principio dos trabalhos virtuais

Segundo o Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV), na condicdo de equilibrio da

estrutura o trabalho virtual realizado pelas forgas internas é igual ao trabalho virtual
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realizado pelas forgas externas, para um campo de deslocamentos compativel com as
vinculagdes da estrutura. Portanto, igualando as expressoes do trabalho virtual interno
(4.22) e do trabalho virtual externo (4.20) tem-se:

— f f [(Nyxx + Ny, )8U, + (Nyy o, + Niy )8V, + (Myy o + 2% My, o + M, )8W, |dxdy +
A

a y=b

+ { f [Ny 8u, + Ny, 6v, + (M, , + 2 % M, )6W, — M, (Swo,y]dx} +
0 y=0

=a

b X
+ { f [Ny Su, + Ny v, + (Myy, + 2% My, )W, — My, 6W01x]dy} —
0 x=0

a

x=a1V=b
~2[(.00) ] = [ . Coyrow,dray +

b x=a
+ { f [y Bu, + F, 80, + Fy 6w, — F, 5wo,x]dy} +
0 x=0
a y=b
+U (R, Oy + F, 80, + F,, 6w, — i, 6w, ]dx}
0 Y. yy Y. yy y =0 (423)

Com a parcela do trabalho interno sendo expressa em funcdo dos esforcos

internos.

4.1.9 Equac0es de equilibrio

Considerando as variacbes du,, dv, e dw, arbitrarias e independentes ao longo
de toda o volume da placa, obtém-se as seguintes equacdes de equilibrio, para o

dominio da placa:

Nxx,x + ny,y =0 (4.24.a)
Nyyy + Ny =0 (4.24.1)
Mixxxe + 2Myy xy + My = —q(x,Y) (4.24.0)
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4.1.10 Equac0es de contorno

Ainda considerando arbitrérias e independentes as varia¢Ges dos deslocamentos

encontram-se as condi¢cdes de contorno validas para os bordos e cantos da placa:

1-Nosbordosx =0ex =a

N, =FE, ouu, = i, (4.25.a)
Ny =F, ouv, =17, (4.25.h)
My = My, OUW,, =W, (4.25.c)
Myxx +2My, , = E,, 0UW, = W, (4.25.d)

2-Nosbhordosy=0ey=0»>b

Ny, = F,, ouu, =1, (4.26.3)
N,, =F,, ouv, =7, (4.26.h)
My, = M,, ouw,, =W,, (4.26.c)
My, , + 2M,, , = F,, ouw, =, (4.26.d)

= M,, ouw, = W, (4.27)

onde os valores escritos com uma barra sobre escrita representam valores prescritos

(valores previamente conhecidos).

42 FORMULACAO NUMERICA

Com relacdo a modelagem numérica de estruturas, diversos métodos foram
desenvolvidos com o objetivo de resolver (direta ou indiretamente) as equacdes
diferenciais resultantes do equilibrio dos elementos estruturais, a exemplo do Método
das Diferencas Finitas (MDF), do Método das Diferencas Finitas Energéticas (MDFE),
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do Método dos Elementos Finitos (MEF) e do Método dos Elementos de Contorno
(MEC). Todavia, sem sombra de divida o método dos elementos finitos é o mais
empregado por sua capacidade intrinseca de modelar diversas condigdes de geometria,
de carregamento e de condicGes de vinculagdo dos elementos estruturais.

O primeiro uso do Método dos Elementos Finitos para engenharia estrutural se
deu com o trabalho de Turner et al. (1956), que aplicaram o método na resolugdo de
problemas relacionados a aviagdo, empregando elementos discretos triangulares planos.

Desde entdo, observou-se um grande nimero de publicacdes sobre o tema e a
consolidacdo do método como o preferido mundialmente para a modelagem de
estruturas em geral. Por conta disso, no presente trabalho o MEF seré utilizado como
método numérico-estrutural para tratar as equacdes oriundas do modelo tedrico aqui
utilizado, envolvendo tanto a Mecénica do Dano quanto a Teoria Classica de

Laminados.
4.2.1 Caracterizacéo do elemento
No presente trabalho, o elemento finito utilizado na modelagem das placas em

estudo serd um elemento de geometria retangular com 4 nos, conforme ilustrado na

Figura 4.6:

Y \VA

Figura 4.6 Elemento finito: dimens@es, nds e eixos de referéncia
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Na Figura 4.6 a e b representam as dimensdes do elemento respectivamente nas dire¢oes
dos eixos locais x e y, cabendo observar que estes eixos séo paralelos aos eixos globais
X e Y. Os numeros dentro dos circulos representam a numeracdo local dos quatro nos
localizados nos vértices do elemento finito considerado. Os eixos locais e globais foram

representados na Figura 4.7:

vV

Figura 4.7 Eixos de referéncia locais e globais nas trés direcoes

Para cada um dos nds do elemento séo definidas trés translacGes, uma em cada

direcdo (x, y e z), duas rotagcdes (uma em torno do eixo x e outra em torno y, assim

.. d a ~ . a2
definidas aLyO e %), e uma curvatura de torcdo, dada pela derivada segunda ax:‘).

Portanto, cada um desses deslocamentos e rotacdes € um grau de liberdade no
tratamento numérico.Nesse sentido, tém-se seis graus de liberdade por nd, 24 graus de
liberdade por elemento e 6n,,, graus de liberdade para a estrutura, onde n,, é 0 nimero
de nos definidos na discretizacdo da placa em elementos finitos.

A Figura 4.8 ilustra esses graus de liberdade.
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Figura 4.8 Graus de liberdade nodais

O numero acima do ponto indica 0 n6 em questdo, d1 e d2 representam 0s
deslocamentos u, e v,, respectivamente, que séo os deslocamentos no plano médio da

placa segundo os eixos X e Y. d3 é o deslocamento transversal wy, positivo segundo o

- ~ ~ aWO aWO 7 - 62W0

eixo Z. d4 e d5, em setas duplas séo as rotagdes - e s e d6 é a derivada P
Na Equacdo (4.28) seguinte estdo explicitadas as funcOes de interpolacéo
utilizadas para avaliar cada um desses graus de liberdade, no ambito do elemento finito

aqui escolhido:

Uo
Vo

w 1x0000yxy 0 0 0 O0O0O0O O O 0 00 O 0 0 0
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2
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2x 00 2y 0 3x* 4xy 0 0 0 6x%y 6xy? 9x%y?

0xdy

O elemento finito com a geometria descrita anteriormente bem como os
polinbmios de interpolacdo para a flexdo é chamado de BFS (Bogner-Fox-Schmit)
(TAYLOR e ZIENKIEWIZ, 1991).

Em notacdo compacta a Equacéo (4.28) pode ser reescrita como:

{d} = [0]{a} (4.29)
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onde {d} é o vetor deslocamento de 6 linhas para 0 nd em questdo, [@] é a matriz de 6
linhas e 24 colunas que representa os polindmios interpoladores e {a} é o vetor de
constantes, de 24 linhas, a ser determinado.

Particularizando a equagdo acima para os pontos nodais e chamando de {d}¢ os

deslocamentos nodais tem-se:

{d}* = [0]°{a} (4.30)

sendo {d}¢ o vetor de deslocamentos com 24 linhas para o elemento respeitando o
sistema de numeracdo local. A matriz [@]¢ ¢ montada substituindo as coordenadas
locais de cada um dos nos do elemento finito na equagédo na Equacdo (4.28) e pondo as
matrizes [@] resultantes de forma sequenciada formando uma matriz de 24 linhas e 24
colunas.

A partir da Equacao (4.31) deduz-se a matriz de coeficientes {a}:

{a} ={[0]°}'{d}* (4.31)

A obtencéo de {[@]¢}~! pode ser feita com o uso, por exemplo, de um aplicativo
de matematica simbolica, como 0 mdédulo Sympy da linguagem de programagéo Python
ou o0 Matlab.

As funcdes de interpolacdo, a serem usadas posteriormente, sdo cada uma das 6
linhas de [N], obtidas pela Equacdo (4.32):

[N] = [g]{[p]°}* (4.32)

4.2.2 Discretizacdo

No programa desenvolvido, a discretizacdo é feita usando apenas o elemento
retangular descrito anteriormente, todos com as mesmas dimens@es (portanto, ndo serdo
previstos refinamentos em regides particulares da placa). Na figura 4.9 é apresentado o

sistema de numeracéo global dos elementos e n6s empregados no programa.
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Figura 4.9 Sistema de numeracao global dos elementos e nés

Nessa figura, os indices | e J sdo usados como referéncia para indicar a linha e a
coluna em que estdo localizados os nos. Os nimeros escritos internamente indicam a
numeracdo dos elementos que é feita da esquerda para a direita e de cima para baixo.

A numeracdo dos nos é feita da esquerda para a direita e,em seguida, de cima
para baixo, como a ordem de leitura habitual. A passagem da numeracdo local para

global para um elemento se da pelas relacdes:

N1=(—1)NNx+] (4.33.3)
N2=N1+1 (4.33.b)
N3 = N1+ NNx (4.33.0)
N4 =N3+1 (4.33.d)

sendo N1, N2, N3 e N4 a numeracdo global para os nos 1, 2, 3 e 4 locais,

respectivamente. NNx é o nimero de n6s em que é subdividida a placa na direcdo Xx.

4.2.3 Matriz de rigidez local

Partindo do PTV pode-se avaliar a parcela de trabalho desenvolvida pelos

esforcos internos para uma placa laminada, descritos pela equacdo seguinte:
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Substituindo as funcbes de interpolacdo na equacdo anterior e integrando-a no

dominio do elemento retangular obtém-se a matriz de rigidez local:

[S11 S12 S13 0 S
I S22 S23 vt S22 I
Sax24) = | S33 o S324 |
I . 2o
| Sa24) (4.35)

A avaliacdo da Equacdo (4.34) no programa foi feita através de integracdo
numérica usando a quadratura de Gauss com quatro (4) graus de liberdade em cada uma

das direcdes do elemento.
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4.2.4 Vetor de forcas
O vetor de cargas, ou de forgas, local apresenta 24 graus de liberdade associados

ao elemento. Este é gerado diretamente do trabalho desenvolvido pelas forgas externas,
como visto através da equacao (4.20) repetida abaixo:

W, = jq(x,y)SwdA +
A

y=b
af_
+ j (Fyx su+F,, 60 +F,,6w—M,,6 (—W)) dx +
0
bf_ — — — )
+ fo FoBu+ oy 80+ Foybw = M6 () ) dy (4.36)

A primeira parte da equacdo acima, a integral no dominio da placa, s&o as cargas
que estdo atuando perpendicularmente ao plano médio da placa. Para fins de
implementacdo computacional, foram adotadas as seguintes situacdes (ver Figura 4.10):
i) carga uniforme ii) triangular; iii) cargas pontuais e iv) cargas de linha (paralelas ao

eiX0 x ou y) que atravessam toda a placa.

Figura 4.10 Tipos de carregamentos

FONTE: Reddy (2004)

A segunda e a terceira partes da Equacdo (4.36) estdo relacionadas as cargas de
bordo atuantes no contorno da placa: bordo y=0 ey =b e bordo x =0e x =a
respectivamente, conforme ja visto no item 4.1.7.

No que se refere a implementacdo computacional é admitido que todas as cargas

atuantes nos bordos sdo consideradas constantes ao longo destes.
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4.2.5 Introducéo das condi¢cOes de contorno

Inicialmente cabe recordar que no MEF séo requeridas apenas as condigdes de
contorno cinematicas. Portanto, observando o conjunto de condi¢bes deduzidas
anteriormente, no item 4.1.10, informa-se que a estratégia aqui adotada para a
introducdo dessas condigdes foi a usual, através do procedimento de zeros (0) e um (1).
O MEF permite que as condi¢des de contorno sejam aplicadas diretamente, restringindo
qualquer um dos graus de liberdade nodais, bastando apenas especificar o nd e o grau de
liberdade deste.

Por fim, cabe informar que para potencializar as analises com o tratamento aqui
construido foi também previsto no programa desenvolvido que qualquer grau de

liberdade pode vir a ser restrito, mesmo ndo pertencendo aos bordos da placa.

4.2.6 Resolugdo do sistema de equaces de equilibrio

Ao obter a matriz de rigidez global e o vetor de for¢as nodais, chega-se a um

sistema matricial do tipo:

{F} = [K]{x} (4.37)

onde {F} é o vetor de forcas nodais, [K] é a matriz de rigidez global e {x} é o vetor
solucdo, contendo os deslocamentos nodais, determinados apos a devida introducdo das
condicdes de contorno e de canto, e com a resolucdo do sistema (4.37).

A resolucdo é feita através do Método de Eliminacdo de Gauss, levando em
consideracdo que a matriz € simétrica e bandada, limitando os loops ao tamanho da
banda. Todavia, por conta da inerente ndo linearidade fisica considerada no modelo
tedrico aqui proposto, as relacdes tensdo-deformacédo dos materiais envolvidos (concreto
e aco) implicam em relacBes carga-deslocamento ndo lineares, o que resulta no nédo
atendimento direto das equactes nodais de equilibrio (4.37).

Entdo, para resolver esse problema ndo linear foi implementada a técnica de
continuacdo de Newton-Raphson com controle de carga e com controle de
deslocamentos, a segunda visando transpor eventuais pontos limites de carga na

trajetdria de equilibrio, para analises até a ruptura das placas em estudo.
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4.2.7 Célculo de deformacdes, esforcos e tensdes

As deformacdes, os esforcos e as tensdes sdo avaliados nos pontos da quadratura
de Gauss tendo em vista que estes valores sdo posteriormente usados nos modelos nao
lineares e necessarios para a montagem das matrizes de rigidez local. Ressalte-se que tal
estratégia é apontado por Cook et al. (2002) como a que geralmente produz avaliagdes
malis precisas para esse conjunto de grandezas.

As fungdes usadas para o célculo das derivadas foram obtidas por derivacdo das
funcdes de interpolacdo, fazendo uso do Sympy, e foram aplicadas no procedimento as
coordenadas locais dos pontos da quadratura.

Conhecendo-se estas derivadas, sdo entdo calculados os esforgos internos na
placa. Da mesma forma sdo calculadas as deformagdes e tensdes, observando neste
ualtimo caso a dependéncia dessas grandezas com a coordenada z, conforme Equac6es
(4.3) e (4.4).

Estas variaveis, deformacbes e tensbes, sdo parametros de entrada para 0S
modelos ndo lineares dos materiais. As variaveis de danificacdo dos materiais por sua
vez sdo calculadas na altura média das ldaminas requerendo assim a mesma metodologia

para as variaveis de entrada.

4.2.8 Fluxograma da solugdo incremental-iterativa

No fluxograma a seguir € demonstrada a forma como o programa desenvolvido
calcula a trajetoria de equilibrio entre carga e deslocamento, levando em consideracéo a
ndo linearidade das lajes provocada pela ndo linearidade fisica oriunda das relac6es
constitutivas dos materiais que compdem os elementos estruturais em estudo.

Em seguida, sdo tecidas algumas observacGes e comentarios a respeito do

fluxograma:
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a=a+l | Montagem da matriz de F Montagem da matriz de |

rigidez [K(Dj, )]

!

Determinac&o do residuo
[Rie] = [R] = [K(Da)1[Desl]

'
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v

Atualizacao dos deslocamentos
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Resolucédo do sistema linear
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v

Atualizacdo dos deslocamentos
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\4
Resolucédo do sistema linear
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BLOCO A: Neste bloco séo lidos os dados de entrada para o programa a partir
de um arquivo de texto. As informagdes compreendem as dimensdes da placa, nimero
de elementos finitos em que serd discretizada a mesma, propriedades dos materiais e
parametros dos modelos, como estdo arranjadas as ldaminas, cargas aplicadas, condi¢des
de contorno, o método de continuagdo bem como quais informagdes serdo passadas para
arquivos de saida como o grau de liberdade para montar o arquivo de curva carga-
deslocamento.

BLOCO B: Neste bloco o programa, baseado nos dados de entrada, toma o
caminho de analise. Foram implementadas duas alternativas baseadas no método de
Newton-Raphson, uma por incremento constante de carga e outra por incremento
constante de um determinado componente do vetor de deslocamentos. O tipo de carga
aplicada bem como o grau de liberdade que sera controlado séo valores definidos pelo
usuario.

BLOCO C: Nele estdo compreendidas as operacGes que fazem a parte
incremental do processo por controle de carga. A carga aplicada é incrementada, monta-
se 0 vetor de cargas, a matriz de rigidez global, aplica-se as condi¢des de contorno e
determina-se o vetor de deslocamentos. Com os deslocamentos sdo calculadas as
derivadas dos deslocamentos, deformacdes, tensdes e esforgos internos atuantes. Estas
variaveis sdo utilizadas para a verificacdo das variaveis de dano. Ao final do bloco é
verificado se algum ponto nas laminas foi danificado, caso tenha sido inicia-se o
processo iterativo, caso contrario € verificada a condicdo de parada que é o valor final
da carga monitorada atingida.

BLOCO D: Este bloco faz a verificacdo da convergéncia a trajetéria de
equilibrio. Primeiro € montada novamente a matriz de rigidez global da estrutura para o
nivel atual de dano, é determinado o vetor de forcas desequilibradas provocadas pelo
processo de danificacdo dos materiais. Com o vetor de forcas desequilibradas e rigidez
da estrutura, aplicadas as condi¢6es de contorno determina-se o incremento no vetor de
deslocamentos, corrige-se o vetor de deslocamentos e atualiza-se as variaveis de
deformacdes, tensbes e dano. Ao final é verificado se foi atingido o critério de parada
que ¢ baseado nos comprimentos dos vetores de deslocamentos e nos incrementos desse

e um parametro de tolerancia passado no arquivo de entrada de dados. Se ndo convergiu
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0 processo € repetido, se convergiu € verificado ao final se a carga aplicada ja superou o
valor maximo para a anélise. Se atingiu o programa para, sendo volta-se ao bloco B.

BLOCO E: Assim como 0 bloco C ele faz a parte incremental do processo, mas
pela abordagem de incremento de deslocamentos constantes. Nele é montada a matriz
de rigidez global, o vetor de cargas de referéncia que € o vetor de cargas monitoradas
considerando que a carga monitorada tem um valor unitario. Aplicando-se as condi¢Ges
de contorno e resolvendo o sistema obtém-se o vetor de deslocamentos tangente da
estrutura. Com base no incremento de deslocamentos especificado no arquivo de
entrada, Incr, e a componente do vetor de deslocamentos tangente correspondente ao
grau de liberdade monitorado determina-se o incremento de carga, atualiza-se o vetor de
deslocamentos, varidveis de tensbes, deformacdes e dano, verificando ao final se a
estrutura saiu da linearidade.

BLOCO F: Assim como no processo por incremento de carga constante deve ser
verificada a convergéncia. Inicialmente monta-se a rigidez global atualizada, o vetor de
cargas desequilibradas e obtém-se o incremento de deslocamentos, o vetor de
deslocamentos é atualizado. Com o vetor de carga de referéncia encontra-se o vetor de
deslocamentos tangente. A correcdo da carga aplicada se d& por meio da componente do
incremento de deslocamento correspondente ao grau de liberdade monitorado e a
componente do vetor de deslocamentos tangentes. Posteriormente o vetor de
deslocamentos é atualizado bem como as variaveis de deformacdes, tensbes e dano.
Verifica-se ao final se houve convergéncia, se ndo houve o processo é repetido, se
houve ¢ verificada a condicdo de parada que é o grau de liberdade monitorado atingir o
valor especificado no arquivo de entrada, havendo o programa encerra, ndo havendo ha

um novo incremento de deslocamentos.



57

5 RESULTADOS E DISCUSSOES

Neste capitulo sdo apresentados alguns resultados de simulaces de lajes de
concreto armado em flexdo com o objetivo de aferir a precisdo do modelo desenvolvido.
As lajes estudadas foram as mesmas modeladas por Lima (2013) e, para fins de analise,
foram observados aspectos como a curva carga-deslocamento e a carga de ruptura.

Com relacdo a forma como foram modeladas as lajes, cabe informar que em
relacdo as armaduras estas foram convertidas em laminas de aco, cuja espessura €
determinada através da area total das armaduras, sendo posicionadas com o plano médio
coincidindo com o centrdide das barras, conforme ilustrado na Figura 5.1.

8 8 ==
=0 — —————

Figura 5.1 Discretizacdo da espessura da placa

Na Figura 5.1, a grandeza hs representa a altura do centrdide da barra de aco em
relacdo a extremidade superior da laje, valor que deve ser igual ao representar as barras
de aco como laminas. As grandezas h2 e h4 sdo as espessuras das laminas de aco. Por
sua vez, hl, h3 e h5 sdo as espessuras das laminas de concreto.

Uma conseqiiéncia desta metodologia é que as laminas de aco tém sempre
espessuras menores que o didmetro das barras. Portanto, no caso das placas com reforco
nas duas direcdes, haverd entre as laminas de aco, forcosamente, uma camada de
concreto a fim de manter os planos médios coincidentes com os centrdides reais das
armaduras. A esse respeito, cabe registrar que como a espessura dessas laminas de aco
resultam pequenas, em comparacdo com a espessura da laje (h), ndo sdo subdivididas
em laminas ainda menores, como acontece com as partes exclusivas de concreto, por

assim se considerar que a discretizacdo € suficiente. Na regido direita da Figura 5.1 tal
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situacdo estd esquematizada, com as linhas tracejadas representando os limites ente
camadas.

Visando garantir na modelagem das lajes que o reforgo contribua somente na
direcdo em que as barras sdo aplicadas, para as ldminas de aco serd atribuido apenas o
mddulo de elasticidade E; (associado a direcdo do alinhamento das armaduras), com as
demais propriedades mecénicas requeridas pelo modelo consideradas iguais a zero (0),
ou seja: E, = Gy, = v = vy; = 0. Para laminas paralelas ao eixo x é passado o
angulo da lamina igual a 0°, e quando paralelas ao eixo y, o angulo é de 90°.

Com relacdo as propriedades do concreto, as variaveis requeridas pelo modelo
implementado sdo a resisténcia a compressdo f., a resisténcia a tracdo f,, 0
comprimento caracteristico da malha de elementos finitos [* (admitido como sendo a
raiz quadrada da area de um elemento finito), além das propriedades mecénicas (modulo
de elasticidade E. e coeficiente de Poisson v,).

Para a discretizacdo das placas, o numero de elementos finitos utilizado foi
obtido a partir da observacdo da convergéncia da resposta carga-deslocamento, sendo
também observado o nimero de trechos de integracdo usados por Lima (2013) em sua
analise via MDFE. Complementarmente, para a discretizacdo da espessura das placas,
foram testados diversos valores a partir de 10 Iaminas nos experimentos iniciais,
verificando também a convergéncia em termos da resposta carga-deslocamento.

Por fim, cabe destacar que por conta da dupla simetria dos quatro exemplos
estudados foi feita a op¢do pelo estudo de um quarto das placas, com o intuito de prover

um melhor refinamento da malha.

5.1 EXEMPLO 1 - LAJE SIMPLEMENTE APOIADA COM CARREGAMENTO
UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDO, ARMADURA INFERIOR NAS DUAS
DIRECOES

O presente exemplo foi ensaiado experimentalmente por Taylor et al. (1966),
tratando-se de uma laje quadrada, simplesmente apoiada nos quatro bordos, submetida a
um carregamento uniformemente distribuido e com armadura inferior nas duas direces.
A armadura foi constituida de barras com diametro igual a 4,76 mm, mas com
espacamento diferente nas duas direcdes, 76,0 mm na direcdo x e 63,5 mm na direcéo y.

As dimensdes da laje e as respectivas armaduras estdo apresentadas na Figura 5.2,



enquanto as propriedades mecanicas dos materiais constituintes estdo registradas na

Tabela 5.1.

Para 0 presente caso, 0 Unico pardmetro adicional para o concreto, segundo o
modelo implementado, € o comprimento caracteristico da malha. Como foi usada uma
discretizacdo do elemento (1/4 de placa) semelhante a de Lima (2013), oito (8)
subdivisdes em cada dire¢do (implicando aqui em 64 elementos finitos), o0 comprimento

caracteristico foi avaliado com o valor exato: [*=114,375 mm.
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Figura 5.2 Dimensdes e armaduras da laje do Exemplo 1

FONTE: Adaptada de Jiang e Mirza (1997)

Tabela 5.1 Propriedades dos materiais da laje do Exemplo 1

Concreto Aco
E. 32,42 GPa E; 206,91 GPa
v, 0,18 fy 375,90 MPa
fe 35,04 MPa Elim 0,001817
ft 3,60 MPa Eult 0,01 (adotado)

Para proceder a analise ndo linear, discretizou-se a espessura da placa em 10
laminas, e foi usada a técnica de continuacdo de controle de deslocamentos, tendo como
referéncia o deslocamento transversal w, do né central da placa, para o qual foi
estabelecido um incremento constante de 1,2 mm. A tolerancia usada para verificar a

convergéncia foi de 1,0 x 10™. Os resultados dessa anélise foram apresentados na Figura

5.3 onde “Modelo proposto 1” faz referéncia ao modelo apresentado neste trabalho.

|

r

43.8 [
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Figura 5.3 Exemplo 1 — Curva carga x deslocamento pela formulacéo de

Oliver et al. (1990)

Observa-se claramente que a formulacdo (Modelo proposto 1) gera resultados
equivocados. O inicio da etapa ndo linear da curva se da um pouco tardia, com uma
carga aplicada de 16,0 KN/m2, enquanto experimentalmente se verificou em torno de
12,0 kN/m2. A visivel queda da carga apds o inicio da etapa ndo linear, e uma pequena
recuperacdo da rigidez com a ruptura ocorrendo para a carga de 19,6 kN/mz
aproximadamente, revela o forte desacordo da previsdo do modelo de Oliver et al.
(1990) perante o comportamento experimental registrado na figura.

A esse respeito, cabe informar que os estudos de Lima (2013), para o presente
exemplo, indicaram uma forte influéncia da maneira como é tratado o valor do mddulo
de elasticidade transversal com o avango da carga. De fato, ao aplicar o seu tratamento
numérico-computacional baseado no modelo de dano de Mazars (1984), e no MDFE,
obteve uma resposta muito rigida (ver curva associada a Situacdo 02 na Figura 5.4),
quase linear, bem dissociada da resposta experimental apds o inicio da fissuracdo do
concreto.

Diante disso, Lima (2013) realizou uma nova andlise ndo linear do problema,
propondo 3 alternativas (SituacGes) de comportamento numérico do modulo de

elasticidade transversal do concreto constituinte da laje:
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Figura 5.4 Exemplo 1 - Carga x deslocamento segundo Lima (2013)

FONTE: Adaptada de Lima (2013)

1. Considerou que o moddulo de elasticidade transversal é reduzido em

funcdo do dano do concreto, calculado segundo o modelo de Mazars

EC(I_DC)

(1984), sendo Gy, = (v

onde D, é a variavel de dano do referido

modelo;

2. Manteve o mddulo de elasticidade transversal constante durante toda a

ST . ~ E, P
andlise, calculado através da equacdo G, = 2(1:17) (com 0 mddulo de
[

elasticidade longitudinal E., e o coeficiente de Poisson v,, tomados para
0 concreto integro, sem dano);

3. Reduziu o médulo de elasticidade transversal em funcdo do dano por

tracdo, sendo a equacdo aplicada G =%. No modelo de

Mazars (1984) a variavel a, representa a proporcdo de deformacdes
decorrentes de esforcos de tracdo na deformacao equivalente total e D, 0
dano provocado por tragéo.

Na Figura 5.4 estdo apresentados os resultados da investigacdo de Lima (2013),

lusive a j& mencionada Situacdo 02, onde se observa a resposta muito rigida. A

Situacdo 01 resulta em um comportamento menos resistente da estrutura, apesar de

qualitativamente se aproximar do comportamento experimental. Porém, a Situagdo 03
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foi claramente a que promoveu os melhores resultados, vindo entdo a ser adotada por
esse autor em todas as subsequentes modelagens de validagdo do seu modelo. Portanto,
por essa investigacdo de Lima (2013) ficou evidenciada, para o presente exemplo, a
impossibilidade de prever o comportamento estrutural sem a danificagdo da resisténcia
ao cisalhamento do concreto constituinte da referida laje. Revelou ainda que a
danificacdo dessa resisténcia mecénica parece estar associada apenas a zona tracionada
do concreto.

Cabe também ressaltar que, apesar do modelo aqui utilizado para o concreto, de
Oliver et al. (1990) (Modelo proposto 1), conter esse tipo danificagdo em sua
formulacdo, este ndo foi, claramente, capaz de prever o comportamento da laje em
questdo, trazendo uma resposta ainda menos resistente que a vista na Situacdo 01 de
Lima (2013).

Uma investigacdo da literatura revela que o problema de danificacdo do mddulo
de elasticidade transversal ndao € algo simples, quando se deseja prever o
comportamento estrutural. A esse respeito destacam-se alguns trabalhos, especialmente
0s que implementam modelos de fratura, como Matzenbacher et al. (2010) e Pacheco
(2013), estes dois modelando vigas de concreto armado com elementos finitos
bidimensionais.

Matzenbacher et al. (2010) afirmam, sobre essa questdo, que quando ocorre uma
tensdo de tracdo alta o suficiente ocorre uma abertura de fissura perpendicular a tenséo.
E, posteriormente, se houver mudanca nas dire¢cbes principais pode ocorrer
deslocamento relativo entre as faces da fissura, ocasionando tensdes de corte. Neste
caso ha um mecanismo de transferéncia de esforgos por engrenamento dos agregados ou
mesmo um efeito de pino da armadura que atravessa a fissura. Nos dois casos o
mecanismo é controlado pela abertura da fissura.

A saida para o problema, segundo esses autores, dada a dificuldade de modelar
os efeitos acima mencionados, € criar uma variavel para a reducdo do mddulo de
elasticidade transversal com alguma relacdo com deformacdes de tracao.

Pituba (2010) propds duas alternativas para esta situacdo, uma delas similar a
Matzenbacher et al. (2010), onde ha variaveis de proporcionalidade entre os danos a
compressdo e a tracdo e o dano para o mddulo de elasticidade transversal. A segunda

alternativa é danificar de acordo com a deformacdo ao cisalhamento y. Portanto, a
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segunda opcéo, por depender do conhecimento da curva tensdo-deformagéo do concreto
submetido a um ensaio de cisalhamento puro, € um tanto dificil de ser aplicada.

Dados o0s bons resultados obtidos por Matzenbacher et al. (2010),
implementando uma equacgdo previamente utilizada por Cervenka (1985) e Hinton
(1988), decidiu-se implementar essa proposi¢cao no programa aqui construido com base
no modelo de Oliver et al. (1990). Nesse sentido, a proposta parte da presenca de um
fator 8, variando entre 0 e 1, que multiplica o0 moédulo de elasticidade transversal do

concreto, conforme a Equagéo (5.1).
G. =BG (5.1)
onde G, € o modulo de elasticidade transversal danificado e G 0 modulo de elasticidade

transversal inicial.

O valor de g, por sua vez, é dado por:

= 1= (ais) -

onde &, é a deformacéo de tracdo no concreto e k; € um parametro que tem um valor
adotado de 0,075 pelos autores que aplicaram esse modelo. Porém, & ndo é
explicitamente uma variavel do modelo de Oliver et al. (1990). Por esta razéo, foi usada
aqui uma metodologia semelhante a vista em Mazars (1984) para obter essa
deformacéo.

Inicialmente sdo decompostas as tensbes principais, armazenando apenas as

parcelas positivas:

ot = {al- seog; >0 (5.3)
L 7 |0seg; <0

onde o; sdo as tensdes principais em cada uma das direc@es principais contidas no plano
da placa e o;* séo as tensdes de tracdo.
Posteriormente sdo calculadas as deformacgdes causadas pelas tensdes de tracdo

nas direcdes principais:
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1+v. . v (5.4)

2
— +
&ri = 0 =% /G
=1

EC Cc

J

onde E. é o mddulo de elasticidade secante do concreto e v,. o respectivo coeficiente de
Poisson.
As deformagdes positivas em cada uma das direcdes sdo dadas por:

1 55
efi = E(En + lerg|) 5)
onde |er;| indica 0 médulo, ou valor absoluto, das deformagdes.
Assim, finalmente pode ser obtida a deformacéo &7 :
(5.6)

e = \[(ea)z + ()

No programa 0 modulo de elasticidade transversal varia segundo a equacéao

k
G, = (1 —B*)G, onde B* = (080705) A mudanca de variaveis se deu apenas para

facilitar a implementacdo, dado que os modulos de elasticidade sdo reduzidos por
equacbes semelhantes. A Figura 5.5 apresenta o resultado obtido com essa
implementacdo e usando 0s mesmos parametros de entrada usados anteriormente. Os
resultados obtidos com essa implementacdo serdo identificados a partir desse ponto por
“Modelo proposto 2”.

Observa-se que, mediante a estratégia associada a variavel f* no modelo de
Oliver e colaboradores, esse modelo modificado (Modelo proposto 2) consegue detectar
melhor a carga de inicio da ndo linearidade da placa e reproduzir a trajetoria de
equilibrio com excelente precisdo, com cargas ligeiramente menores que as
experimentais. A carga de ruptura obtida foi 33,2 kN/m?, enquanto a observada
experimentalmente foi de cerca de 35,4 kN/m2 e a obtida por Lima (2013) foi 36,0
kN/m2 (este com um modelo de Mazars adaptado, associado a Situacdo 03, conforme

relatado anteriormente).
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Figura 5.5 Exemplo 1 - Carga x deslocamento para diferentes formulacoes

Para a carga de 13,45 kN/mz foi verificado o estado de deformacdes do centro da
placa e o que poderia ter provocado o aumento dos deslocamentos sem aumento
significativo da carga aplicada observado na curva. E mostrado na Figura 5.6 o perfil de

deformacdes para a direcdo x, direcdo em que se verificaram maiores deformacdes.
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Figura 5.6 Exemplo 1 - Perfil de deformacdes para a carga q=13,45 kN/m?
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Pelas informagdes do referido perfil de deformacbes e propriedades dos
materiais, verifica-se que no nivel de carregamento estudado (13,45 kN/m?), as laminas
de aco encontram-se ainda no regime el&stico, pois a deformacdo limite ndo foi atingida.
As primeiras camadas de concreto também se encontram no regime linear, apenas as
ultimas atingem deformacdes de tracdo suficientes para o inicio da danificacéo.

Foi verificado posteriormente o valor da varidvel de dano d nesse passo de
carga, para a primeira lamina (extremidade superior) e a Ultima Iamina (extremidade
inferior). Os resultados sdo apresentados nas Figura 5.7 e 5.8 e foram produzidos a
partir de um programa em separado, escrito na linguagem Python. Este tem o proposito
de facilitar a visualizacdo dos resultados do programa que foi desenvolvido para este
trabalho. No caso de variaveis como deformaces, tensdes, esforcos internos e dano,
como a situacdo aqui ilustrada, os valores sdo calculados nos pontos de integracdo de
Gauss dos elementos e dentro do visualizador sdo interpolados por uma equacdo cubica
para todo o dominio da placa.

O sistema de referéncia do visualizador € o0 mesmo apresentado na formulacao
do elemento finito, eixo x crescente para a direita, eixo y crescente para baixo e 0 eixo

z perpendicular aos dois.

0.0
0.915

0.0 7
0.1420

0.1278

0.1136

0.0994

0.0852

0.0710

0.0568

0.0426

0.0284

0.0142

0.0000

0.915 -

Figura 5.7 Exemplo 1 - Variavel de dano d verificada na primeira camada para
0=13,45 kKN/m?2
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Figura 5.8 Exemplo 1 - Variavel de dano d verificada na ultima camada para
g=13,45 kN/m?

Observa-se que, mesmo para esse nivel de carga baixo, apesar de ndo ser
verificado dano no centro da primeira camada, ocorre danificacdo da lamina decorrente
de tensbes de cisalhamento que tem seus maiores valores registrados nos cantos da
placa. Foi novamente verificado o estado do dano da placa para a carga de 15,45 kKN/mz,
quando a carga aplicada volta a aumentar mais intensamente, sendo 0s correspondentes
resultados apresentados nas Figura 5.9 e Figura 5.10.

Para esse nivel de carga a ultima lamina esta praticamente toda danificada e na
primeira lamina o dano avangou no canto da placa. Foram verificadas as deformacdes
das laminas de aco e estas ainda se encontravam no estagio linear. Portanto, foi o
processo de danificacdo no canto das primeiras laminas e no centro das camadas
inferiores que levou ao processo de avanco dos deslocamentos no centro da placa sem
grande aumento da carga aplicada.

Para a carga de ruptura, 33,2 kN/m2, foi verificada na secédo transversal do ponto
central da placa, que na direcdo x o concreto estava submetido a uma deformacdo de
compressdo de aproximadamente 6,5 x 10, enquanto o aco estava submetido & uma
deformacao da ordem de 9,0 x 107, ou seja, 0 aco havia escoado e estava proximo da
ruptura. A Figura 5.11 ilustra esse perfil de deformacBes. Devido as variaveis serem

avaliadas na altura média das l&minas no programa, os valores das deformacdes
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verificados nas saidas do programa sdo ligeiramente diferentes dos ilustrados na figura
para os extremos da laje.
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Figura 5.9 Exemplo 1 - Variavel de dano d verificada na primeira camada para
g=15,45 kN/m?
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Figura 5.10 Exemplo 1 - Variavel de dano d verificada na Gltima camada para
0=15,45 kKN/m?2

Conforme o diagrama dos dominios de deformacdo na ruptura de elementos de

concreto armado, segundo a NBR 6118:2014 - Projeto de estruturas de concreto -
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Procedimento e mostrado na Figura 5.12, a secdo se encontrava no dominio 2,
caracteristico de secGes em flexdo normalmente armadas. Lima (2013), por sua vez,
identificou que a camada de concreto mais comprimida estava submetida & uma
deformacdo de 2,0 x 10° e as barras de aco vieram a romper, caracterizando assim a
ruptura do elemento na condicdo de superarmado, o que é estranho diante das

deformagdes encontradas por Lima.
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Figura 5.11 Exemplo 1 - Perfil de deformacGes para a carga de ruptura
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Figura 5.12 Diagrama dos dominios de deformacao na ruina de elementos de
concreto armado

FONTE: Libanio et al. (2003)
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Seguindo com os estudos do problema em quest&o, foi verificada a influéncia do
nimero de laminas totais empregadas na analise. Foram testadas laminagdes com 10,

15, 20, 25 e 30 camadas, cujos resultados séo apresentados na Figura 5.13.
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Figura 5.13 Exemplo 1 - Influéncia do nimero de camadas

Pode-se ver que praticamente as curvas se sobrepdem, com alguma diferenca
proxima da carga de ruptura, quando inclusive as respostas ja apresentam uma pequena
instabilidade com reducdes nos valores da carga. O aspecto de convergéncia da resposta
para poucas camadas também foi obtido por Lima (2013) que apontou que a partir de 15
camadas ndo havia grande diferenca, embora Lima (2013) tenha apresentado seus
resultados finais, para essa laje, com 36 laminas.

Por fim € apresentado na Figura 5.14 um comparativo com mais uma
modelagem, desta vez feita por Jiang e Mirza (1997). Estes autores modelaram o
concreto através da teoria da plasticidade e empregando o método dos elementos finitos
na analise com um elemento retangular de 4 nos e 20 graus de liberdade. Para a
simulacdo das armaduras foram usados elementos de barra e admitido comportamento
elastoplastico perfeito.

Jiang e Mirza (1997) fizeram um estudo paramétrico verificando que para as
diferentes malhas os resultados foram proximos, mas, além disso, também foi testada a

influéncia do tamanho do incremento de carga, e a influéncia de duas variaveis do
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modelo para o concreto. Uma variavel relacionada a taxa de perda de resisténcia do
concreto e uma variavel g relacionada & resisténcia Ultima do concreto. Foi constatado
por esses autores para esta laje em questédo que o tamanho do incremento de carga e a
taxa de perda da resisténcia sdo de menor importancia. A resisténcia ultima do concreto
foi a variavel mais importante. Os resultados atribuidos a estes autores no gréfico foram
obtidos dividindo a carga 50 incrementos e a resisténcia ultima do concreto foi admitida
igual a 25,0% da resisténcia de pico.
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Figura 5.14 Exemplo 1 - Comparacdo com outros modelos

5.2 EXEMPLO 2 - LAJE QUADRADA APOIADA NOS CANTOS, COM FORCA
CONCENTRADA NO CENTRO, ARMADURA INFERIOR NAS DUAS DIRECOES

A segunda laje estudada € uma laje quadrada, apoiada nos quatro cantos, com
armadura positiva idéntica nas dire¢fes x e y, e submetida a uma forca concentrada no
ponto central. A laje em questdo foi ensaiada experimentalmente por Jofried e McNeice
(1971). Suas dimensBes sdo mostradas na Figura 5.15 enquanto as propriedades dos
materiais estdo na Tabela 5.2.

Para esta laje, Lima (2013) usou uma discretizacdo de 14x14 trechos de
integracdo. Aqui, verificando a convergéncia, se fez necessario usar uma discretizacdo
de 16x16 elementos, o que acarretou em um comprimento caracteristico da malha de

28,575 mm (valor exato). O numero de laminas usado nessa primeira analise foi 10.
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Para a analise ndo linear foi utilizado a técnica de controle de deslocamentos, com um
incremento de 0,28 mm no ponto central para o deslocamento wy,. Por fim, a tolerancia

usada foi de 1,0 x 10. O resultado dessa modelagem é mostrado na Figura 5.16.

Cross-section:
8‘wI
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——asz = agy =3.78 [cm?/m]

Figura 5.15 Dimens@es (em cm) e armaduras da laje do Exemplo 2

FONTE: Kratzig e Polling (2004)

Tabela 5.2 Propriedades dos materiais da laje do Exemplo 2

Concreto Aco
E. 28,613 GPa E 201,30 GPa
v, 0,15 fy 345,40 MPa
fe 37,92 MPa Elim 0,001716
ft 2,90 MPa Eult 0,01 (adotado)

Para 0 Modelo proposto 1 observa-se que a rigidez apds o inicio da néo
linearidade é ligeiramente superior a verificada experimentalmente, mas no trecho final
ocorre perda da rigidez culminando para uma carga de ruptura de 15,2 kN, que é um
valor proximo da carga de ruptura experimental da ordem de 14,2 kN, porém sendo
atingida para um deslocamento maior que o visto experimentalmente. Com relacdo ao
Modelo proposto 2 ele acompanha o comportamento observado para o Modelo
proposto 1, porém, sem a perda de rigidez no trecho final, acarretando assim na
deteccdo de uma carga de ruptura de 18,8 kN, um valor acima da carga verificada
experimentalmente. Portanto, diante desses resultados pode-se concluir que ambos os
modelos aqui propostos ndo retratam bem o comportamento estrutural da presente laje,

contrariamente a excelente previsdo obtida por Lima (2013).
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Para a carga aplicada de 14,1 kN, onde o deslocamento no centro da placa foi
avaliado em 7,0 mm, foi determinado segundo o Modelo proposto 2 o perfil de

deformacdes do ponto central da placa para a direcdo y, o qual esta ilustrado na Figura
5.17.
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Figura 5.16 Exemplo 2 - Carga x deslocamento para 1*=28,575 mm
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Figura 5.17 Exemplo 2 - Perfil de deformacGes para a carga de 14,1 kN
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O que se observa é que na direcdo y, onde as deformagdes sdo maiores, 0O
concreto na lamina superior mais comprimida encontrava-se submetido a uma
deformacéo de 2,6 x 102 e a variavel de dano indicava um valor de 0,83, isto é, o
material apresentava alguma resisténcia, mas estava préximo da ruptura. Com relacdo a
lamina de aco inferior esta apresentava uma deformacéo de 5,15 x 107 (portanto havia
escoado), e um dano igual de 0,43.

Lima (2013) observou em sua modelagem (com resisténcia a tracdo do concreto
de 2,9 MPa) que neste mesmo nivel de carga as deformagfes eram respectivamente de
5,7 x 107 e 6,3 x 10 para o concreto e para 0 aco, isto &, 0 concreto ndo oferecia mais
resisténcia e 0 aco havia escoado. Portanto, esse autor classificou a estrutura como
normalmente armada. Por sua vez, os resultados do Modelo proposto 2 para a carga de
ruptura aqui detectada, indicaram que o concreto estava submetido a uma deformacéo
de 6,2 x 10° e 0 aco 1,45 x 107, tipico de uma peca normalmente armada, conforme
esquematizado no perfil de deformac6es mostrado na Figura 5.18.
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Figura 5.18 Exemplo 2 - Perfil de deformaces para a carga de 18,8 kN

A seguir foi feito um estudo de convergéncia para o numero de laminas,
novamente utilizando o Modelo proposto 2, conforme mostrado na Figura 5.19.
Percebe-se que as curvas convergem, praticamente se sobrepondo, mesmo para um

namero pequeno de laminas, apenas diferindo ligeiramente na proximidade da carga de
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ruptura, sendo 10 ldminas o valor adotado para as anélises subsequentes. Por sua vez,
Lima (2013) com o MDFE apontou uma convergéncia da solugcdo para o nimero de
laminas igual ou maior que 15, superior ao detectado aqui com o MEF.
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Figura 5.19 Exemplo 2 - Influéncia do nimero de camadas

Para finalizar a anélise do presente caso, na Figura 5.20 sdo apresentados 0s
resultados do modelo proposto com modelagens feitas por outros autores.

A observacao desse conjunto de previsdes para a resposta carga-deslocamento
permite concluir que alguns autores conseguiram descrever suficientemente bem o
comportamento da estrutura, como Lima (2013) e Kréatzig e Polling (2004). Por outro
lado 0 modelo de Zhang et al. (2007) apresenta uma resposta mais rigida no inicio da
etapa ndo linear com uma ruptura em torno de 10 kN, enquanto Doulah e Kablr (2001) e
Zhang et al. (2007) encontraram cargas de ruptura acima das previstas
experimentalmente, assim como o0 modelo aqui proposto.

Pela diversidade de comportamento dos modelos vé-se que a modelagem do
problema apresenta algumas dificuldades. No caso do modelo de Krétzig e Poélling
(2004), por exemplo, a modelagem dos materiais foi feita por um modelo elastoplastico,
sendo considerada além do concreto e das barras de aco a interface dos dois materiais

admitindo-se assim a possibilidade de perda de aderéncia entre os materiais.
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Figura 5.20 Exemplo 2 - Comparagdo com outros modelos

5.3 EXEMPLO 3 - LAJE QUADRADA APOIADA NOS CANTOS, COM FORCA
CONCENTRADA NO CENTRO, ARMADURA SUPERIOR E INFERIOR NAS
DUAS DIRECOES

A terceira laje modelada foi testada experimentalmente por Duddeck et al.
(1978) e é uma placa quadrada, reforcada com armadura superior e inferior nas duas
direcGes, apoiada nos cantos e submetida a uma carga concentrada no centro da mesma.
As dimenses da laje e propriedades dos materiais sdo apresentadas respectivamente na
Figura 5.21 e na Tabela 5.3. Esta placa apresenta as seguintes areas de a¢o: armadura
superior na direcdo x = 2,94 cm?; armadura superior na dire¢do y = 1,07 cm?; armadura
inferior na direcdo x = 6,05 cm?; armadura inferior na direcdo y = 2,20 cmz2.

Para garantir a convergéncia a malha necessaria foi de 16 por 16 elementos, o
que implica em um comprimento caracteristico de 32,5 mm (valor exato). A placa foi
discretizada em 20 laminas, nimero maior do gue o inicialmente adotado nos exemplos
anteriores por causa do maior nimero de laminas de aco e, conseqilientemente, de
laminas de concreto entre as mesmas. Foi utilizado o controle de deslocamentos na
analise com um incremento de 0,32 mm e tolerancia de 1,0 x 10™. Na Figura 5.22 s&o

apresentados os respectivos resultados carga-deslocamento.
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Figura 5.21 Dimens6es (em mm) e armaduras da laje do Exemplo 3

FONTE: Zhang et al. (2006)

Tabela 5.3 Propriedades dos materiais da laje do Exemplo 3

Concreto Aco
E, 16,4 GPa E, 201,00 GPa
v, 0,15 fy 670,00 MPa
fe 43,00 MPa Elim 0,003333
ft 3,00 MPa Eult 0,01 (adotado)
P
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Figura 5.22 Exemplo 3 - Carga x deslocamento para diferentes formulagdes
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Para essa laje percebe-se que ndo ha diferenca entre o comportamento previsto
pelos dois modelos aqui implementados, com os dois apresentando uma rigidez para a
placa maior do que a indicada pela curva experimental. Nos dois casos a carga de
ruptura verificada, em torno de 37,0 kN, foi ligeiramente superior & apontada no
experimento de Duddeck et al. (1978), 34,6 kN. Porém, de modo geral os dois modelos
ndo conseguem reproduzir bem a fase ndo linear da curva carga-deslocamento, ao
contrério do verificado com o modelo de Lima (2013), que novamente obteve excelente
previsdo da resposta estrutural.

Tal comportamento, provavelmente é explicado pelo fato de haver armaduras
superior e inferior nas duas direcGes, de forma que ha a ocorréncia de um nivel mais
alto de tensbes de compressdo na regido superior da laje, comparando com a laje do
Exemplo 2 que tem as mesmas condigdes de contorno e carregamento.

Quando comparadas as curvas tensdo-deformacdo simulada de um concreto
submetido a compressdo por este modelo, como ilustrado na Figura 3.4, com o
comportamento observado experimentalmente, de forma simplificada representado na
Figura 2.2, vé-se que a gerada pelos modelos aqui implementados apresenta maior
rigidez nos estagios iniciais por considerar o comportamento do material linear até
atingir a tensdo maxima, diferente do que afirmam por exemplo Mehta e Monteiro
(2008) que apontam o inicio da ndo linearidade quando ¢ atingida uma tensdo em torno
de 30 % da resisténcia do concreto.

Avaliando o perfil de deformacGes na direcdo x para o ponto central da placa,
segundo o Modelo proposto 2, para a carga de ruptura (ver Figura 5.23), o concreto
mais comprimido estava submetido a uma deformacdo de 3,4 x 10° e apenas a
penultima camada de refor¢o havia escoado, estando submetida a uma deformacéo de
9,84 x 10°. A (ltima camada de aco esté orientada na direcio y e a deformacéo a que
estava submetida nessa dire¢do era inferior a limite. Esse perfil de deformacdes é
caracteristico de um elemento normalmente armado.

No passo de carga seguinte a pendltima camada de aco ruiu e a Gltima escoou
com a estrutura rompendo por consequéncia. Lima (2013) apontou como deformacées
méximas na secdo central da placa 13,0 x 107 para o concreto e para o aco valor
superior ao limite de 1,0 x 10, porém ndo se pronunciando sobre o dominio de

deformacdes na ruptura.
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Figura 5.23 Exemplo 3 - Perfil de deformaces para carga de ruptura

5.4  EXEMPLO 4 - LAJE EM FLEXAO A QUATRO PONTOS

A Ultima laje analisada é uma laje retangular, ensaiada experimentalmente por
Jain e Kennedy (1974) em um ensaio de flexdo a 4 pontos. Esta laje tem 3,8 cm de
espessura e apresenta um reforco inferior apenas na dire¢do x, com uma relacéo entre
area de aco e area total da se¢do igual a 0,00716. As dimensdes da placa sdo mostradas
na Figura 5.24 e as propriedades dos respectivos materiais constituintes estdo

registradas na Tabela 5.4.
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Figura 5.24 Dimens0es da laje do Exemplo 4

FONTE: Crisfield (1982)
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Tabela 5.4 Propriedades dos materiais da laje do Exemplo 4

Concreto Aco
E, 28,96 GPa E, 200,00 GPa
v, 0,15 [y 211,00 MPa
fe 31,60 MPa Elim 0,001055
fi 2,00 MPa Eult 0,01 (adotado)

Para a presente laje, dado o fato de o programa permitir apenas cargas aplicadas

sobre 0s nds da estrutura, de forma que uma fileira de nés precisa coincidir com a

coordenada de aplicacdo da carga de linha, foi adotada uma discretizagdo de 5 por 5

elementos, que se mostrou suficiente para a convergéncia da resposta. Portanto, diante

dessa discretizacdo do plano médio da placa, resultou o valor de 58,97 mm (valor

aproximado) para 0 comprimento caracteristico da malha. Por sua vez, ainda

observando a convergéncia da solugdo, foram usadas 10 laminas para discretizar a

espessura da placa.

Quanto ao processo incremental-iterativo foi usado controle de deslocamento,

monitorando o deslocamento vertical no centro da placa, tendo como incremento 0,16

mm e a tolerancia utilizada foi de 1,0 x 10™. Os resultados sdo apresentados na Figura

5.25.
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Figura 5.25 Exemplo 4 - Carga x deslocamento para diferentes formulacgdes
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O que se observa nessa simulacdo é que, assim como no exemplo anterior, a
influéncia do modo como é danificado o modulo de elasticidade transversal € muito
pequena na resposta carga-deslocamento, s6 aparecendo apds a carga maxima ser
atingida, conforme evidencia a proximidade entre as respostas aqui obtidas através do
Modelo proposto 1 e do Modelo proposto 2.

Percebe-se que os modelos tém certa dificuldade de descrever o inicio do trecho
ndo linear e obtém uma carga maxima de 12,2 kN/m para o Modelo proposto 2, com um
deslocamento no centro da placa de aproximadamente 3,4 mm, superior a verificada
experimentalmente, 11,5 KN/m. Portanto, pode-se concluir diante desses resultados aqui
obtidos que as duas proposicOes apresentaram previsdes praticamente coincidentes entre
si, e globalmente satisfatorias para a laje em questdo, tal como também obteve Lima
(2013), com sua estratégia baseada no modelo de dano de Mazars.

Concentrando-se agora no ponto central da placa, observa-se para a carga
méxima, conforme Modelo proposto 2, que o perfil de deformagbes segundo x,
mostrado na Figura 5.26, indica para o concreto e para o aco deformacdes de 4,19 x 10™

e 1,09 x 10, respectivamente, donde se conclui que o aco havia comegado a escoar.
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Figura 5.26 Exemplo 4 - Perfil de deformaces para a carga de 12,5 KN/m

A progressiva diminui¢do da carga verificada, inclusive, se da pela perda da

resisténcia da camada de aco. De fato, mesmo na ultima condicdo de equilibrio obtida
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na modelagem a lamina de aco ainda possuia alguma resisténcia e as duas camadas
superiores de concreto ndo haviam danificado, situacdo apresentada na Figura 5.27. O
comportamento previsto pelo modelo € caracteristico de um elemento pouco armado.
Por sua vez, Lima (2013) verificou para essa placa que o concreto na regido mais
comprimida ainda se encontrava no regime linear elastico com deformacéo de 4,5 x 10

e 0 aco havia escoado, também caracterizando uma laje pouco armada.
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Figura 5.27 Exemplo 4 - Perfil de deformacGes para a carga de ruptura
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6 CONCLUSOES

Na fase de validacdo dos dois modelos aqui propostos, foram simulados o0s
resultados carga-deslocamento experimentais de quatro lajes encontradas na literatura.
A primeira laje foi extraida dos estudos numérico-computacionais de Jiang e Mirza
(1997) e de Lima (2013), sendo quadrada, simplesmente apoiada, submetida a carga
uniformemente distribuida e armada na duas dire¢6es na regido inferior. A analise dessa
laje por Lima (2013) apontou uma deficiéncia no modelo de Mazars (1984), mostrando
que era necessario danificar o modulo de elasticidade transversal com o avango da
carga, para se chegar a um resultado carga-deslocamento adequado.

Por sua vez, o modelo de Oliver et al. (1990), aqui implementado e cujos
resultados foram aqui identificados por “Modelo proposto 17, apesar de incluir
intrinsecamente uma penalizagdo dessa propriedade (modulo de elasticidade
transversal), também ndo se mostrou preciso na respectiva analise, 0 que motivou a
implementacao de uma alternativa proposta por Cervenka (1985) e Hinton (1988) (cujos
resultados foram aqui denominados de “Modelo proposto 2) que permitiu simular
satisfatoriamente a laje em questdo, deixando claro que € necessario danificar o modulo
de elasticidade transversal (o que ndo € previsto pelo modelo de dano de Mazars
(1984)), sendo o modelo destes autores uma alternativa para tanto. Com este exemplo
também se notou que um numero alto de laminas na discretizagdo nao foi necessario,
conseguindo-se convergéncia da solucdo ja com 10 laminas, fazendo-se uso nesse
estudo do Modelo proposto 2.

O segundo exemplo estudado abordou uma placa quadrada com armadura
positiva nas duas direces e submetida a uma carga concentrada no centro, modelada
por Krétzig e Pélling (2004) e também por Lima (2013). A anélise dessa laje mostrou
uma dificuldade de representar a resposta carga-deslocamento por parte dos dois
modelos aqui propostos, gerando respostas mais rigidas para o comportamento nao
linear da laje. Nesse sentido, o Modelo proposto 1 obteve a carga de ruptura mais
proxima da experimental, embora com um deslocamento destacadamente superior,
enquanto que a analise usando o Modelo proposto 2 apontou a ruptura da laje com carga

e deslocamento bem superiores aos valores obtidos experimentalmente.
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No que se refere a discretizagcdo da espessura da laje, realizada com o Modelo
proposto 2, verificou-se que um ndmero de laminas igual a 10 na discretizacdo €
suficiente.

No Exemplo 3, também estudado por Zhang et al. (2006) e Lima (2013), foi
analisada uma placa quadrada, submetida a uma carga concentrada no centro, e com
armadura nas duas direcOes, na regido superior e inferior (armadura dupla). Portanto, a
discretizacdo da espessura dessa laje requereu, naturalmente, mais laminas em fungéo
do nimero de camadas de aco. Nas analises feitas com os dois modelos aqui propostos
verificou-se que a forma como o modulo de elasticidade transversal € danificado ndo foi
relevante no comportamento simulado dessa estrutura, com os resultados dos dois
modelos praticamente coincidindo. Apesar dos modelos propostos apresentarem valores
proximos para a carga de ruptura, em comparacdo com o valor experimental, a curva é
bastante diferente, especialmente no trecho final onde se obteve deslocamentos
inferiores para 0s mesmo niveis de carga.

O Exemplo 4 tratou de uma laje retangular, com dimensfes ligeiramente
diferentes nas duas direcdes, tendo armaduras apenas em uma direcdo, e somente na
regido inferior. Esta laje foi ensaiada em flex@o a 4 pontos, sendo modelada também por
Crisfield (1982) e Lima (2013). Nesse caso, para os dois modelos aqui implementados,
observou-se uma previsdo satisfatoria para 0 comportamento carga-deslocamento da
laje, sendo essas previsOes praticamente coincidentes, detectando uma carga maxima
pouco acima da correspondente experimental, e uma boa convergéncia para a carga de
ruptura experimental. Portanto, foi possivel identificar que, nesse caso, a diferenca na
forma de danificacdo do modulo de elasticidade transversal, conforme proposta em cada
um dos dois modelos, mostrou-se irrelevante na resposta estrutural.

Com base nos resultados desses quatro exemplos ficou evidente que, no caso da
previsdo carga-deslocamento de lajes de concreto armado até a ruptura, é imprescindivel
danificar o modulo de elasticidade transversal do concreto, em uma abordagem via
mecanica do dano, tal como apontou Lima (2013), que também usou um modelo escalar
de dano ao estudar as quatro lajes aqui analisadas. Porém, as duas alternativas aqui
propostas ndo foram totalmente efetivas, falhando algumas vezes em partes da trajetoria
de equilibrio das lajes, como no caso da segunda laje, onde a parte final da resposta ndo
linear ndo foi satisfatoria, ou como no caso do terceiro exemplo, onde a resposta nao

linear foi mais rigida que a experimental.
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Por fim apresentam-se algumas sugestdes para trabalhos futuros:

- Ampliar a validagdo dos modelos aqui propostos simulando mais resultados
experimentais carga-deslocamento de lajes de concreto armado, buscando inclusive
casos similares ao do exemplo 1, com carga distribuida uniforme, ou com condigdo de
apoio simplesmente apoiada nos quatro bordos;

- Implementar o modelo usado por Cervenka (1985) e Hinton (1988) junto ao
modelo de Mazars (1984);

- Testar o Modelo proposto 2 em vigas de concreto armado, inclusive em vigas
que rompam por cisalhamento;

- Implementar uma formulacao para a flex&o de placas que leve em consideragéo
as deformacdes por cisalhamento;

-Investigar outras maneiras de danificagdo do modulo de elasticidade
transversal;

-Verificar se 0 comportamento carga-deslocamento das lajes aqui estudadas,
particularmente as trés Gltimas, ndo esta sendo afetado pela possibilidade de perda de

aderéncia ago-concreto.
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